11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

11 Stacionarni poruchova metoda

Mgé&jme Hamiltonidn H, ktery 1ze rozloZit na soudet

~ ~

H = Ho + AH; (11.0.1)

tak, Ze spektrum Hp je zndmé a nedegenerované,

Fo [ém) = Eyy 16m) » (11.0.2a)
(Dml|dn) = Omn, (11.0.2b)
D 16m) (pml =1, (11.0.2¢)

a H; je mal4 porucha (interakce) fizena parametrem A (1 = 0 v neporuseném p¥ipadg, fegeni pro
A =1 hleddme; mocnina A ve vysledku koresponduje s fadem opravy).

Piedpokladame, Ze vlastni vektor Hamiltonidnu H a pfislugné vlastni energie 1ze vyjadiit ve
tvaru souctu

m (D) = > A" xﬁ,’?) : (11.0.3a)
n=0

En(d) = i VE". (11.0.3b)
n=0

Hxm (1)) = Em() Lxm (D) (11.0.3¢)

pficemz plati | X$)> = |¢m)), kde n udéva ¥ad opravy. Upustili jsme od normalizace vektort ’ )(,(:) >,
avsak poZadujeme, aby
(Bmlxm(A)) =1. (11.0.4)

V tomto oznaceni plati pro prvni opravu

En = (#n|Fh|on)
BulFilém (11.0.5)
e ;1 —<E$) _I‘E;f? 60
a pro druhou opravu
£? _ Z |<¢” HI‘¢m>|2 (11.0.6)

Druhé oprava k zakladnimu stavu je vZdy zaporna. Vysledné stavy vyjadifené do daného fadu N
1ze nésledné nanormovat.

Pokud je spektrum Hy degenerované, pak uvedenou metodu nelze pouZit (to lze trividlné
nahlédnout napfiklad z toho, Ze v prvnim z vyrazt v (11.0.5) by byla nejednozna¢nost ve volbé
vlastniho vektoru |¢,,), a také Ze ve jmenovatelich vyrazt (11.0.5) a (11.0.6) bychom dostavali nuly).
Predpoklddejme, Ze plati

|:|O |¢m]> =Em |¢m]> s (1107&)
<¢mj|¢mk> = 6jk . (11.0.7b)

V8echny vlastni vektory v charakteristickém podprostoru operatoru Ho pfislusejicim k vlastni
hodnoté E,, jsou indexovany druhym indexem. Prvni opravu Er(r}]) a prislusné vlastni vektory na
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

tomto podprostoru ziskame diagonalizaci

1)

<¢ml’|:|l‘¢ml> -E,
det <¢m2)|:|1|¢m1>

<¢ml)|:|1‘¢m2>

S P R A (11.0.8)

Porucha mtiZze degeneraci sejmout bud’ tplné, nebo jen ¢astecné.

11.1 Porucha harmonického oscildtoru

Castice hmotnosti M se pohybuje v potencialu jednorozmérného linedrniho harmonického

oscildtoru

o 1 .
Vo = —MQO?K?

s malou poruchou

Vi = Acos (k& +¢) .

> (11.1.1)

(11.1.2)

1. Spocitejte 1. fad opravy energie zdkladniho stavu.

2. Vyjadfete stfedni hodnotu operdtoru soufadnice X a stfedni hodnotu kvadratu operatoru

soufadnice %% v tomto stavu.

Reseni:

1. Oprava k energii je podle (11.0.5)

E{Y = (0lcos (k% + ¢)[0) = Re <0

el*X (11.1.3)

el eiw‘0> =Re lei¢ <O

o)

(neporusenou bazi harmonického oscilatoru zna¢ime v souladu s dffve uzivanou konvenci
|¢n) = |ny,n=0,1,2,...). Operdtor soufadnice vyjadfime pomoci posunovacich operatorti 8, a"

[vztah (4.2.18)]

n h A ~
%=\5175 (a + a) (11.1.4)
a pouzijeme Baker-Campbell-Hausdorffovu formuli (1.4.16)
eA+B = eA eB efé[AB]’ (1115&)
A i1t (11.1.5b)
- Vama® .
s o,
= ik ZMQa’ (11.1.5¢)
[A BJ o2l 47, 4] (11.1.5d)
' 2MQ T
-1
(11.1.5e)
takze
iK% _ oify il ik miimd ok g (11.1.6)
a
EL(]” =R {ei‘f e"(zﬁ <0 el¥ il eik\l%él 0>]
: R ~ f A N . T A
=R {el‘p e < mim <0 (1 + ik —ZM)Qa’ +) (1 + ik 2M)Qa+---) OH
= e~ 73 cos . (11.1.7)

Pokud je ¢ = kn, k € Z je prvni oprava k energii zdkladniho stavu nejvyssi (porucha je suda
funkce), pokud naopak ¢ = kx + 7/2, je oprava nulova (porucha je lichd funkce).
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA 11.1 Porucha harmonického oscilatoru

¢=0 | Q=7/2

Obrazek 23: Potencial V(x) = Vy(x) + Vi(x) pro tii hodnoty féze ¢ (silnou barevnou ¢arou) a neporuseny
potencidl Vj(x) (¢arkovanou ¢ernou ¢arou). Hodnoty parametrti jsou M = Q =1, x = 10, 2 = 0,1. Pii
volbé i = 0.1 je energie neporuseného zakladniho stavu Eéo) = 0,05 a poruchy v jednotlivych pfipadech

Eé]) = {0,0082;0; —0,0082}. Stfedni hodnota soufadnice se posune o 0,082 v piipadé ¢ = 7/2, ve zbylych dvou
ptipadech zlistane nulova.

2. Oprava k vlastnimu vektoru zakladniho stavu je podle (11.0.5)

ikX
e

M\ _ x (nlcos (kX +9)[0) 1 o1 :
)Xo > - Z 0 oo M="1g Z ﬁ% [ew <”
E() - En n=1

o>] In) . (11.1.8)

n=1

VyuZijeme vztahu (11.1.6), a maticovy element v sumé vyjadiime jako

)

. h At h A

0> _ e_KZ% <I’l elk,/WLQa elkdwl’ga
2 h ; h_ 5%

—e X ™o <I’l XV mad 0>

k=0
2_h n
e X 1ma h
- i , 11.1.9
Vn! (IK 2MQ ( )

takze

n

)

[ h
“No2ma

)” |2n)

1 O 1e ™ mm h
(1)>:__ - R el | i
)XO i 2 Vi [e (lk 2MQ

1 2_h - 1
= _—— e X Ima R
na ”Z:; nvn!

n

)

(cos @ +isin )

1 _2>=&
= ——— e ¥ 1M

hQ

o (-1)" h
cos ¢ ( ) 2n (

K
= 2n+/(2n)! 2MQ
N . (=D" 21+1( h )”
—sing s 2n+1)|. (11.1.10)
2MQ Z; (2n+1)4/2n +1)! 2MQ
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11.2 Van der Waalsova interakce 11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

Stfedni hodnota operatoru soutfadnice je tedy (do prvniho fddu v 1)

(volXlxo) =4/ 21\}:152 [(OI +A <)(01)” a'+a [|O) +1
*Waua ZMQ [ >]

<1|>

(1)
Xo >J

1 Ao 1 SR h
= — in
o’ S\ ama ©
/l 3
= X e“nmsing (11.1.11)

a sttedni hodnota kvadratu operédtoru soutadnice (opét do prvniho fadu v Q)

. h
(roleo) = 52 | (0faa’|o) +24 (x[ao)]
2 -
= ZMLQ [1 + 2;4’(92 e <1 cos ¢ (11.1.12)

Vysledky jsou zobrazeny na obrazku 23.

11.2 Van der Waalsova interakce

UvaZujte dva atomy vodiku, pficemzZ vektor vzdjemné polohy jejich jader R mifi od prvniho
atomu k druhému, polohy elektronti viici pfislusnym atomtim jsou udény vektory rq, ro.

Pro dostate¢né velkou vzdjemnou vzdalenost atomii viici vzdalenostem jejich elektronti a pii
hrubé aproximaci £, © ) ~ 0 (to znadi, Ze vSechny energie jednotlivych atomt vodiku kromé zéklad-
nich stavti berte ]ako nulové) naleznéte opravu k energii zdkladniho stavu systému a rozhodnéte,
zda uvaZovana interakce bude pfitazliva ¢i odpudiva.

Vypocet provadéjte v adiabatické aproximaci, tj. pfedpokladdejte, Ze atomy se vii¢i sobé nepohy-
buji.

Reseni
Neporuseny Hamiltonidn je sou¢tem Hamiltonidnt dvou neinteragujicich atomi vodiku, jehoz

spektrum (vlastni energie a vlastni funkce) je zndmé. Oprava (porucha) pak bude dédna interakcemi
konstituentti jednoho atomu s konstituenty atomu druhého:

H = Ho + A, (11.2.1a)
Bl B v v
Bo=PL P _7» ¥ 11.2.1b
0 2m 2m rh I ( )
B=2y2_ 7 Y (11.2.1¢)

R : ‘R + rz‘ )R - ‘
V interakénim Hamiltonianu souvisi jednotlivé ¢leny postupneé s interakci kladné nabitych jader,

interakci elektront (f = ‘ﬁ + — 1)), jadra s elektronem druhého atomu a interakci

druhého jadra s elektronem prvniho atomu.
Za piedpokladu, Ze rozméry atomt jsou mnohem mensi nez jejich vzdjemna vzdalenost, 1ze vzit

vvs v

jen nejnizsi ¢leny multipélového rozvoje

11 a1 +1 9% 1
_— —riri—— cse =
R-r| R 8R,- R 2 "70ROR; R
1 R-r» 1 (.RiR;
1 R-r 1 (R-r?
E e +2R3 (3 72 -+ (11.2.2)
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA 11.2 Van der Waalsova interakce

Dalsi ¢len multipélového rozvoje je 575’5 (5“;—2)2 - 3r2). Jednotlivé fady multipélového rozvoje Hi jsou:

~ (0)

A =0, (11.2.3a)
H(”=l[ﬁ-(f1—f2)+ﬁ~f2—ﬁ~f]=0 (11.2.3b)
1 ﬁs 1 By (V4N

L 2
Hm_ Y 3(R.(rl_r2))
=
L2 Ry
(R~r2) (R-rl)
B+ -3+ =
R2 R2
v | . L (RE)(RE)
25 r1-r2—3T . (1123C)

. ) w1 les 0 (2
Naddle se omezime na pfiblizeni H; = HI( )33,
Ve specidlné zvolené soufadné soustavé, ve které osa z sméfuje ve sméru spojnice jader atomti od
prvniho jadra ke druhému, je

5 (R2)(RZ) |

Hi= 2 [fa%o + 9192 + 2125 -
I 1X2 +Y1Y2 + 2122 A

[X1%2 + ¥1¥2 — 22125] . (11.2.5)

D|= B|=

pFitemz f1 = (X1, ¥1. 21) jsou slozky vektoru f; analogicky pro vektor f,.
Neporuseny zédkladni stav dvou volnych atomt vodiku je dan vlnovou funkci

lp1) =ln=11=0m=0)|n=10=0m=0),=|1)]2) (11.2.6)

(pti pouziti zjednoduseného oznaceni [1,2) = [n =1/ = 0m = 0); ). Atomy jsou nerozliSitelné, vinovy

vektor tudiz musi byt symetricky nebo antisymetricky viiéi zdmeéné ¢astic.3* To je splnéno.
1. oprava k energii je dle poruchové teorie

(1)

E\ = <¢1‘|:|1‘¢1> =
= % [ (11 (1) (2[%212) + (1[¥1]1) (2[¥212) = 2(1|21 1) (2]222) |. (11.2.7)

K uréeni maticovych elementti Ize vyuZzit vybérova pravidla podle Wigner-Eckartova teorému (16.0.9).
Komponenty vektorovych operatort f4 » se vyjadfi pomoci komponent tenzorovych operétoru 1. fadu,
viz (16.1.1)). Je tedy 1 = 1 a jednotlivé komponenty jsou odliSeny indexem p. Vybérova pravidla pak
davajiJ =j+1aM =m+yu, kde vnaSem piipadé J =1 =0, j =1 =0, M =m = 0. To neni splnéno
pro zadnou ze sloZek operatort 1 », takZe vSechny maticové elementy na pravé strané vyrazu pro 1.
opravu jsou nulové.®®

370 je vlastné interakéni energie dvou dip6lovych momentti dq 5 = —e 1 5:

PCI N S U PR w_ (11.2.4)

1 =%F dl'dz—?)

34pro aplnou analyzu je potieba zahrnout i spinovy stav elektronti; pro tcely této tlohy sta¢i uvazovat, Ze spin
elektronti se sloZi na antisymetricky singletni stav, aby celkova vinova funkce byla antisymetricka.
35To tizce souvisi s tim, Ze dip6lovy moment atomti v zakladnim stavu je nulovy.
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11.2 Van der Waalsova interakce 11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

2. oprava k energii zakladniho stavu déva

N 2
@1 (11 Ay ) )

(2)
E = =~
11 z | (0) (0) (0)
et 2E)" —Ey) — Ep
np#1
L mqp lz my

Z @I (U HrIn loma) na b ma) (na bomal (na b mo| Fi (1) 12) =

<o>
2

— o @I (T =11y 12) @1 (1) A1) 12) =
2 l

E(o) QIR 12), (11.2.8)

1

kde se provedla hruba aproximace E,(,[);z ~ 0, vyuzily se relace tplnosti a znalost nulovosti maticovych
elementta (2| (1] Hy [1) |2). Pti formalné zcela sprdvném feSenf je nutné uvazovat nerozliSitelnost ¢astit,
avsak vysledek bude stejny (diky uZiti relaci tplnosti).

Kvadrat Hamiltonidnu poruchy je

22 + 2% %0912 — 41 %02125 — 49192212, ] . (11.2.9)

Maticovy element pro smiSené ¢leny (posledni tfi ¢leny v zdvorce) se vynuluje diky symetrii zdkladniho
stavu.3® Ze symetrie také vyplyva

(1jgi) = (1) = (12

takZze druhou opravu k energii 1ze nakonec vyjadfit jako

1) = % (1]r)1), (11.2.11)

Ey = 2E<0>R6 (151} (2l5G[2) + 1lgi[n) (2193[2) + 4 (1f2i]1) (2123]2)] =
ZEZ”Ré 5 (1I11) (21312) (112.12)

Zbytek tlohy se dofesi v x-reprezentaci. Energetické hladiny atomu vodiku jsou

(0) vy 1

E, =—-7—— 11.2.13
" 2(1() n2 ( )
a radialni &ast vinové funkce zakladniho stavu zni®’
2 _r
Ryo(r) = (r[100) = — e 0, (11.2.14)
a 2
0

36Toto 1ze opét dokézat pomoci Wigner-Eckartova teorému. Na zakladé piikladu 16.10 Ize dyadicky souéin dvou
Vektorovych operatorti R, s vyjadfit pomoci tenzorovych operétort nultého, prvniho a druhého fadu. Specidlné pro
R=8a pro smiSené slozky R;, Ry, j # k plati

+@) _4@) A
2 " -2 RoRs = —

2i ’

T(Z) + 1—(2) -T-(Z) B T(Z)

BB, = 4 -1 RRy=-—L L 11.2.1

1Rz TR 1R3 T ( 0)
dajf se tedy vyjadfit pomoci tenzorového operatoru fadu A = 2 s projekci 4 # 0. Po nahrazeni (ﬁl, R,. If{_o,) =(X12:¥12.212)
se dospéjena zédkladé vybérovych pravidel Wigner-Eckartova teorému k zavéru, Ze libovolny maticovy element
(100|RR([|100) =0, j # k.

37Cel4 vinova funkce z4kladniho stavu je (r,6,¢|100) = R1o(r)Ypo(0, ¢), kde Ypo (6, ¢) = 1/V4x. Uhlovou a radialni &ast

1ze od sebe odseparovat a zde se pocitd maticovy element operatoru, ktery na tihlovou ¢ast neptisobi, proto sta¢i uvazovat
pouze radialni ¢ast.
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA 11.2 Van der Waalsova interakce

kde ag = h?/ym je Bohriiv polomér. Maticovy element je dan integralem

(100[f*

100) = %/ e @ rPeTw r2dr =
a

0 70
4 [, _2x
=— rte @ dr =
ay Jo

4 « _or
=——34@/ Pe @ dr=. =
a 2 )

- () [ E ]

=3d2, (11.2.15)
ktery po dosazeni do vztahu pro 2. opravu energie (11.2.12) d4 kone¢ny vysledek

) 3')’203 67618
11 = T = - 6 ° (11216)
E, RS R

Oprava je zdporna, 1ze z ni tedy usuzovat na pritazlivost sil mezi atomy a na jeji rychly pokles s
nartstajici vzdalenosti.

Atomy nemusi byt nutné vodikové, vysledek plati i pro jiné atomy nebo molekuly, pouze musi
dostate¢né presné platit, Ze na tento systém lze nahliZet jako na soustavu kladné nabitého centra (jadro
+ elektrony z vnitinich slupek) a okolo obihajici valen¢ni elektron. Pak vidime, Ze Van der Waalsova
sila je tim vétsi, ¢im jsou vétsi rozméry atomt.

Zatimco pro zdkladni stav je 1. oprava poruchové teorie k nulovd, pro excitované stavy jiz tomu
tak byt nemusi. To znamend, Ze atomy v excitovanych stavech se budou ovliviiovat silnéji na vel-
kych vzdalenostech, velikost opravy bude klesat jen jako ~ 1/R3. Navic excitované stavy mohou byt
degenerované a je nutné pouzit degenerovanou poruchovou teorii.

Ackoliv jsou jednotlivé dip6lové momenty atomt v zdkladnim stavu nulové (dipélovy moment =
sttedni hodnota operatoru dip6lového momentu), jsou Van der Waalsovy sily projevem dip6l-dipélové
interakce. Je to dtisledek toho, Ze zaladni stav neni vlastnim stavem dip6lového operétoru d.

Detaily ohledné Van der Waalsovy sily naleznete v pfehledovém ¢lanku [13] ¢&i v uéebnici [10],
kapitola 10.10.3.
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