2 SPIN

2 Spektrum operatord, Pauliho matice, spin

Pauliho matice

01 0 -i 1 0
= (1 0) , Op= (i O) , 03= (O _1) (2.0.1)

jsou unitdrni, hermitovské a unimoduldrni matice s nulovou stopou,
o= O'jJ( = O'j_l, (2.0.2a)
deto; = -1, (2.0.2b)
Tro; =0, (2.0.2¢)

které spliiuji komutaéni relace

[0'j, O'k] = 2i€jp07. (2.0.3)

Z rovnosti (2.0.2) vyplyvé, Ze vSechny Pauliho matice maji dvé vlastni hodnoty 1. = +1. Pfislusné
vlastni vektory se béZné znaci

1 (1 1
=) =le) = —( ) let) = |—=) = —( ) 2.0.4a
Vi - 2 204
1 (1
=ty == (L), b =le)= (1), (2.0.40)
\/E -1
0 1
lz=) =) =1]-)= (1) , lz4) =) = |+) = ( ) (2.0.4¢)
(prvni sloupec odpovidéd zédpornym vlastnim hodnotdm A_ = -1, druhy sloupec zdpornym vlastnim
hodnotam A, = +1; j-ty fddek odpovida matici o).
Operator spinu %
Operétor spinu 1 (qubitu) se vyjadfuje pomoci Pauliho matic
. _h
Sj = EO'J'. (2.0.5)

Tento operator spliiuje diky vztahu (2.0.3) komutaéni relace pro moment hybnosti

[8/.8k] = ihe;iiSi. (2.0.6)
Jeho vlastni hodnoty jsou s. = +7/2. Vlastni vektory operdtori §1, 8, ¢i §3 odpovidaji spinovému
(dvouhladinovému) systému polarizovanému podél osy x, y ¢i z (vice v pfikladu 2.3).
Kvaterniony

Pauliho matice tizce souviseji s kvaterniony g = ai + bj + ck + d € H: imaginarni jednotky i, j, k
kvaternionti spliujici

?=j2=k*>=ijk=-1, (2.0.7a)
ij=k, jk=i, ki=j (2.0.7b)
lze namapovat na Pauliho matice vztahy
i

i & —ioq = (f)i 61) , j e —iop = ((1) _01) , k o —ios = (61 Q) . (2.0.8)
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2.1 Spin mifici do obecného sméru 2 SPIN

Kvaternion se pak dé zapsat jako komplexni matice

d—ic —-b-ia
1= (b—ia d +ic ) (2.0.9)

Algebru kvaternionti 1ze tedy pfevést na algebru komplexnich matic 2x2, coz souvisi s isomorfismem

Lieovych algeber u(1,H) =~ su(2, C).

2.1 Spin mi¥ici do obecného sméru
Na jednotkové kouli (tzv. Blochové sfére) je zadan jednotkovy vektor
n = (ny,np,n3) = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos §) , n|=1,0 € [0,7),¢ € [0,21) (2.1.1)
mifici do obecného sméru daného sférickymi thly (6, ¢).

1. Vsoufadnicich (n1, np, n3) a (8, ¢) vyjadiete matici o, = n-0, kde o = (071, 02, 03) je tzv. Pauliho
vektor.

2. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice o,.

3. Napiste maticové vyjadieni projektorti P, na podprostory odpovidajici viastnim hodnotdm
on+ Matice o, a ovéfte, Ze se skute¢né jedna o projektory.

4. Dokazte, ze plati

(1+03) | (2.1.2)

Reseni:
1. Spinova matice vyjadfend v kartézskych soufadnicich:

n3 ny —in
Op = N1071 +Np070 + N303 = . ! z (2.1.3)
ni +1np —n3

a ve sférickych soutadnicich:

(2.1.4)

cos e ?sing
on=1\ 3" .
" \e?sing —cos6

2. Vlastni hodnoty spinové matice ziskané diagonalizaci:

Op |nE) = O+ |0E)

cost —op. e ?sing

det id . = O
e'?sinf —Co0SH — Oy

—(COS 0 — 0ps) (COS O+ 0ps) —sin® 0 =0
2 2 2,

Ope —COS“ 0 —sin“0 =0

On+ = 1. (2.1.5)

Vlastni vektor pfislusejici A = 1:

cosf e ?siné) (x) _ e
e?sind —cos6 |\y] " Ty

xe'?sing =y (cosf+1)

s0+1 .
=yt T e (2.1.6)
©siné
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2 SPIN 2.1 Spin mitici do obecného sméru

a jeho normalizace

1=xx"+yy"

_ Iy cos? 9+2COSH+1+1

sin® 0
. 2cosf+2

(1 - cos?6)
2

— |vl2 _
= Iyl 1 - cos@

1
=y —- (2.1.7)
sim >

Fazi 1ze volit libovolné. Konkrétni volba s redlnou y-ovou slozkou odpovida

0

y =sin 5 (2.1.8a)
_in O O g _ -ig .Y
x =sin 7 cotg ye "=e fcoso, (2.1.8b)
takZe vlastni vektor odpovidajici vlastni hodnoté 1 = 1 je
e i?cos &
_ 2
|n+) = ( sin ¢ ) . (2.1.9)
Obdobné se ziska i vlastni vektor k vlastni hodnoté A = —1:
_[-e?sin$
ln—) = ( cos ¢ . (2.1.10)
3. Z definice projektoru plyne po dosazeni vlastnich vektort
Pus = n+) (n+|
_[e7?cos &) (e cos &
| sin g sin §
B os* ¢ e ¢ sin ¢ cos ¢
N 1¢ sin g cos & sin? §
1(1+cosé e ¢sing
T2 (ei‘l’ sing 1 —cos@) 2.1.11)
. 1(1-cosf® -e'?sind
Pu-=3 (— el?sing 1+cos6 ) (2.1.12)
Skutecnost, Ze se jedna o projektory, se dokaze ze vztahu tplnosti
. . 1(2 0
Pn+ + Pn_ = E (O 2) = 1 (2113)
a z vlastnosti kvadratu projektoru
A 1 (1+cos@ e “195in6) (1+cos@ e “95ing) 4
2 _ -
Pus = 4 \e?sind 1-cos 9) ( i9sinf 1-cos 0) i (2.1.142)
Py =Pu_. (2.1.14b)

4. Vztah (2.1.2) mezi projektory a spinovou matici vyplyva z porovnani projektorti (2.1.11) a (2.1.12)
s explicitnim vyjadfenim matice (2.1.4).
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2.2 Exponencidla Pauliho vektoru 2 SPIN

2.2 Exponenciila Pauliho vektoru

Dokazte, ze

e ?™) —{cosa+i(n-o)sina, (2.2.1)

kde « je redlny parametr.

Reseni
Dokazovany vztah (2.2.1) nabizi rozvést exponencidlu na levé strané do fady (1.0.3). V fadeé se

budou kromé &iselnych koeficientt vyskytovat celo¢iselné mocniny spinové matice of = (n - o)¥,
k € Ng. Druhd mocnina k = 2 je rovna jednotkové matici,

” cosd e sing\( cos® e ?sing
(n-o) =

el?sind -cosf |\e?sind —cosb
B (cos2 0 +sin® 0 0 )
a 0 cos? 0 +sin” 6
_1, 22.2)
z ¢ehoz indukci vyplyva, ze
(n-o)=1, (n-o)"'=n.o. (2.2.3)

Rozvoj exponencidly se rozpadne na sudé a liché ¢leny (podobné jako v prikladu 1.6), které se vys¢itaji
na goniometrické funkce cosinus a sinus,

oo .

la(n o) _ Z Z’ (n 'O')k

k=0

(D" 5 5 (D e
kZ(:) (2k)' +1(n'0-)2(2k+1)!(y

=1cosa+i(n-o)sina.

(2.2.4)

Vztah (2.2.1) je timto dok&zén.

Pozndmka: Dtikaz 1ze provést i na zdkladé vyjddfeni funkce operatoru pomoci spektralniho roz-
kladu (1.0.5). To je v obecnosti provedeno v nasledujicim piikladu 2.3.

2.3 Funkce Pauliho vektoru

DokaZte, Ze pro funkci definovanou v bodech +a plati

Flan-o)= f(a) +2f(—a) PAC) —2f(—a)n ol (2.3.1)

Pozndmka: Pro f = exp dostaneme vysledek z pfedchoziho ptikladu.

Reseni
V prikladu 2.1 bylo ukdzano, Ze vlastni hodnoty operatoru n - o jsou +1, z ¢ehoz vyplyva, ze

spektralni rozklad operatoru v argumentu funkce je

an-o=aP,, —aP,_, (2.3.2)

kde P, jsou projekéni operétory na charakteristické podprostory p¥islugnych vlastnich hodnot o7+ =
+1. Podle definice funkce operdtoru pomoci spektralniho rozkladu (1.0.5) plati

flan-a)=f(@)Pu+ f(-a)Py_. (2.3.3)

24



2 SPIN 2.4 NektiZeni hladin — dvouhladinovy systém

Dosazeni vyjadieni projekénich operétortt pomoci spinové matice o, = n - o dané vztahem (2.1.2) vede

na

. o 1 . 1
flan-o)=f(a) (2 +n- (r) + f(—a) (2 -n- (r)

_ @+ f(=a)  fla) = f(-a)
- 2 2

n-o.

Tim je dtikaz hotov.

2.4 NekiiZeni hladin — dvouhladinovy systém
Hamiltonian popisujici dvouhladinovy systém je zadan redlnou matici

e

0
HO - (0 _e) - 80-3,

jejiz vlastni ¢isla jsou +e € R a odpovidajici normalizované vlastni vektory

jex) = ((1)) ey = ((1))

K matici Hy je pfiddna interakce ve tvaru

0 v
H; = (v 0) =vo1,

kdev,w € R.

(2.3.4)

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

1. Spotitejte vlastni hodnoty E,, E_ (E_ < E,) a odpovidajici normalizované vlastni vektory

|E+), |E_) systému popsaného matici H = Hy + H.

2. Zakreslete zavislost energetickych hladin E. na parametru v a uréete vlastni vektory |E.(v))

pro (a) v =0, (b) v — *oo.

3. Zakreslete zavislost energetickych hladin E. na parametru e a urcete vlastni vektory |E. (e))

NN

pro (a) e = 0, (b) e — +oo. UvaZujte dva podpitipady: (a) v = 0 (kfizeni hladin) a (b) v # 0

(hladiny se nekiizi).

Pozndmka: Vzhledem ke tvaru Hamiltonidnu by zévislosti |E. (v)) a |E+ (e)) mély byt hladké funkce.

Resent:
1. Spektrum matice H se spo¢ita z charakteristické rovnice
e—F % 2
=(E-e)(E+e)-v?=0,
det( ; —e—E) ( e)( e) = 0,
jejiz feSeni jsou
E.=+Ve2+2,

Odpovidajici normalizované vlastni vektory lze vyjadfit ve tvaru

er-of)af)-6)
wafl-of)-2)

jaf? + 181 =1,

2.5
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2.4 NektiZeni hladin — dvouhladinovy systém 2 SPIN

kde
: LT T
‘- 2 p= 2
e+ (1+4E+) \/§2+(1+\/§2—+1)
2
o= ! , po NI n:% (2.4.7b)

U+ (e vTE) 1+ (VT )

(¢ a 17 jsou bezrozmérné parametry definované na zdkladé zadanych parametra v a e).3

, £=Y, (2.4.7)
e

>

2. Funkéni zévislost energetickych hladin E. je zcela identicka jak pro parametr e (1), tak pro
parametr v (¢). Limitni hodnoty komponent vlastnich vektort jsou podle vztahu (2.4.7b)

1

a(§ — o) = r@ a(é=0)=0, (2.4.10a)
B(§ — £o0) = +% BE=0)=1 (2.4.10b)

a jsou zndzornény na obrdzku 1(a). Dynamika hladin a limitni tvar vlastnich vektort jsou
znazornény na obrazku 2(a). Vlastni vektory |E_) a |E,) se prohodi pii pfechodu ¢ od —co k +co,
zatimco energetické hladiny se nepfek#izi. Jeden z vektorti navic ziska dodate¢nou fazi —1.

3. Pro proménnou vzdalenost poc¢ate¢nich hladin e a konstantni v plati podle vztahu (2.4.7a) za
predpokladu v # 0

a(n — —c0) = B(n — +o0) =1, (2.4.11a)
a(n — +00) = B(n — —o0) = -1, (2.4.11b)
a(n=0)=pn=0)= % (2.4.11c)

[zakresleno v obrazku 1(b)]. Opét tedy dojde k vyméné vlastnich vektorti pfi pfechodu od jedné

v~

limitni hodnoty k druhé a k objeveni se dodate¢né faze —1 p¥i nekfizeni energetickych hladin.

Pokud je naopak v = 0, hladiny se v bodé e = n = 0 protnou. VSe je zndzornéno na obrazku 2(b).

. (a) . (b)

/'/_\
FE
0 « «
— 3 2 —25
-1 T . 0 T ,
-5 0 ¢ 5 -5 0 n 5

Obréazek 1: Dynamika komponent vlastnich vektorti pro dvouhladinovy systém (a) s proménnou mimo-
diagondlni interakci [rovnice (2.4.7a)], (b) s proménnou vzdélenosti neporusenych hladin na diagonéle
[rovnice (2.4.7b)].

3Vlastni vektory Ize také vyjadiit ve tvaru

_ [cos ¢ _ [ sing
£ = (ma] - 180 = (ol ) 248)
kde .
¢ = — arctan . (2.4.9)
2 e
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2 SPIN 2.5 Kvantovy oblak

5 - 50) 1o -5 (1) 5 A= () IB-(50)) = @\‘
-5 0 é‘ 5 s T

Obréazek 2: Dynamika hladin pro dvouhladinovy systém (a) s proménnou mimodiagondlni interakci, (b) s
proménnou vzdalenosti neporusenych hladin na diagonale.

2.5 Kvantovy oblak

1. Spotitejte vlastni hodnoty Ej 2 3 a vlastni vektory |E1 2,3) systému popsaného Hamiltonianem

e 00 0 v v
H=Hy+V, kde Hy=|0 e 0], V=|v 0 v (2.5.1)
0 0 e v v 0

a nacrtnéte graf E1 5 3(v).

2. Zobecnéni predchoziho ptipadu: Urete vlastni hodnoty a normalizované ortogondlni vlastni
vektory Hamiltonidnu H" obecné dimenze N,

(2.5.2)

T

I
= < < o
= < a0 <
= o < <
X< < <

Tento Hamiltonidn popisuje napiiklad ¢astici na m¥izce o N pozicich, pfi¢emzZ ¢astice mlize
preskocit na libovolnou pozici mfiZky a zddné pozice neni upfednostnéna.
2.6 Kvantovy fetizek

Urcete vlastni hodnoty a normalizované vlastni vektory Hamiltonidnu dimenze N ve tvaru
tridiagonalni matice

e v 00
v e v 0

H=[0 v e v 2.6.1)
0 0 v e

Jak se bude ménit energetické spektrum s rostoucim N?

Ndpovéda: V charakteristické rovnici identifikujte diferen¢ni rovnici pro slozky cx,k = 1,--- ,n

vlastnich vektorti a feste ji pomoci nasady ¢y = u*.

Pozndmka: Tento Hamiltonidn popisuje naptiklad ¢éstici na fetizku délky N, kterd smi , pfeskoé&it”
jen na sousedni pozice:

N N-1
F=e ) 1) kl+v > (k) (k+ 1]+ [k +1) (kl), (2.6.2)
k=1 n=1

2.7



2.6 Kvantovy fetizek 2 SPIN

kde {|k),k =1,..., N} je ortonormdlni bdze. V piipadé, kdy N je velké, se jednd o jednoduchy model
jednorozmérného krystalu.

2.8
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