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6 Skliadani momentu hybnosti

~(2
J()

. a1 ~(1) A2 o .
Jsou zaddny dva nezavislé operatory momentu hybnosti 3 ), , [J( ), i) )] = 0, které ptlisobi

na Hilbertovych prostorech H1), (2. Operator celkového impulsmomentu'*
3=3"43% 6.03)

pak ptisobi na Hilbertové prostoru H = H1) ® H (). Mezi jednotlivymi operatory a jejich slozkami
plati komutacni relace

|97 36| = iejuadi, (6.0.4a)
[CJ J-,JZ: -0, (6.0.4b)
[32,3(1)2: - [32,3(2)2] -0, (6.0.4¢)
13,977 =[3;,9"7] =0. (6.0.4d)

Z toho vyplyva, Ze na prostoru H lze volit za tplnou mnozinu komutujicich operatorti jednu z
néasledujicich dvou mnozin operétorti se svymi bazemi:

A2 A ~(2)2 A . .
IV TP — {ljimr) @ ljama))

A(1)2 A(2)2 A2 = o (6.0.5)
R R R B — A{lirj2im)}
(déle budeme uzivat zjednodusené znaceni |j1 m1) ® |j2 ma2) = |j1 m1) | j2 m2)). Plati tedy
A2 . . ...
3w ljilolm) = j1(j1+1) [j1j2jm) , (6.0.6a)
A@)2 . . Lo
J7 i 2gm) = 22+ D lj1jajm), (6.0.6b)
A2, . L.
J j1jajm)y=jG+1)j1j2im), (6.0.6¢)
B lj1j2jmy=mljrjajm), (6.0.6d)
pficemz kvantova ¢isla museji spliiovat
i -pl<j<ji+jp,  m+m=m]| 6.0.7)
Mezi obéma bazemi plati vztah
lj1j2jm) = Z ij-;n,;l fymy [J1M1) | J2m2) | (6.0.8)
my my
kde C]J.;'Z11 iy, jsou Clebsch-Gordanovy koeficienty'”.

6.1 Explicitni vypocet Clebsch-Gordanovych koeficienti

Explicitnim vypottem pomoci posunovacich operatorti J.. = J;+iJ; naleznéte Clebsch-Gordanovy
koeficienty pro sklddani impulsmomentti j; = j» = 1.

14Formalng by se mélo spravné psat

1=1V 1?41 el?, (6.0.1)
coz ve slozkdch znamena o i A A
J; =J§1> ©1@ +iM ®J}2>, =123, (6.0.2)
ve shodé s jiz dfive pouZitym operdtorem dvou spinti (3.1.3).
157iné zptisoby zéapisu Clebsch-Gordanovych koeficientti pouzivané v literatuie jsou
oy famy = (1M1 j2maljm) = (j1 ja jlmy mom) (6.0.9)
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6.1 Explicitni vypocet C-G koeficientti 6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

Reseni:
Budeme uzivat zkrdceny zédpis

[j1j2jm)y=111jm) — |jm) (6.1.1a)
lj12mi2) =|1mio) — |m2) (6.1.1b)

Na zéakladé trojahelnikové nerovnosti (6.0.7) muZe celkovy moment hybnosti nabyvat pouze hodnot
J €40,1,2}.

* Zacina se obvykle s vektory s nejvyssi vdhou:
22) =1{1)]1) (6.1.2)
(fazi mtzeme volit obecné libovolné, jednicka je v tzv. Condon-Shortleyové fizové konvenci), takze
Cit =1 (6.1.3)

¢ Kvypoctu dalsich Clebsch-Gordanovych koeficientti v podprostoru j = 2 se vyuZziva postupného
pusobeni posunovacimi operatory J., které spliuji

Joljmy=a® (Gom)ljm=1),
a®(j,m)=j(j+1) —m(m=1)

(6.1.4)

A2 ., A q g o .
(analogické vztahy plati pro jednotlivé impulsmomenty 3 ), pricemz J, = I + 3. Pasobent

operatoru J_ na obé strany rovnosti (6.1.2) da

J_22y=221), (6.1.5a)
Jo 1y 1)y = 3D 1)y 1) + 3@ 1y 1)

= V2(|0)[1) +]1) [0)) (6.1.5b)

z ¢ehoz vyplyva, Ze

1
21) = — (|1} |0) + |0} 1)), 6.1.6
|>\/§(|>|>|>|>) (6.1.6)
a tedy
1

Cld11=CHip= 5 6.1.7)

¢ Jelikoz musi platit m = my + my, viz (6.0.7), jsou ostatni Clebsch-Gordanovy koeficienty s j =2 a
m = 1 nulové:
21 21 21 21 21
Ci111=C010=CiZ110=Cip1-1=Ci211.1 =0 (6.1.8)

* Dalsi ptisobeni posunovaciho operédtoru vede na

J_121) =V6]20) , (6.1.9a)
J% (10) 1) +11)10)) = % (V21-1) 11+ V210) [0} + V2 0) [0) + V2 [1) |-1)) =
=[-1) 1) +2]0) |0) + [1) |-1) , (6.1.9b)
takze
20) = % (I=1)11) +210)10) + 1) |-1)) . (6.1.10)

Odpovidajici Clebsch-Gordanovy koeficienty jsou

1
20 20
Cioin=Chnia=x (6.1.11a)

SE

20
Cl=—. (6.1.11b)

B

Vsechny ostatni koeficienty s / = 2, m = 0 jsou nulové.
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6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI 6.1 Explicitni vypocet C-G koeficientti

* Opakovani postupu ptisobeni operatorem J_ da

2-1)-= \irz (10 [-1) + |-1)0)) . (6.1.123)
2-2) = |-1)|-1) (6.1.12b)

a ptislusné Clebsch-Gordanovy koeficienty jsou

1
2-1 2-1
Clo1-1=Ci 110 = 6 (6.1.13a)

Citi=1 (6.1.13b)

e V dalsim kroku se pfejde do podprostoru j = 1. Vektor s nejvyssi vahou |1 1) 1ze zkonstruovat
pouze ze dvou vektort béze nesloZzenych momentd hybnosti,

[11) =c110) |1) +c2(1) |0) . (6.1.14)

Tento vektor musi byt kolmy na |21),

(21]11) =0, (6.1.15)
z ¢ehoz plyne rovnice

Cc1 (&)

— +—==0. 6.1.16

AR o110

Koeficienty c1, ¢3 jsou navic vdzany normaliza¢ni podminkou |cq |2 + |cz|2 = 1. Podle Condon-
Shortleyovy fazové konvence se koeficienty c1, ¢2 voli redlné, a navic koeficient u |1) |0) kladny.
To vede na jednozna¢né vyjadfent

1
11) = — (1) [0) — 0y 1)), 6.1.17
|>\/§(|>|>|>|>) (6.1.17)

z ¢ehoz 1ze ziskat Clebsch-Gordanovy koeficienty

1

CcH = —, (6.1.18a)
1110~ 15
1
Cil, =-——. (6.1.18b)
1011 2
* Nyni Ize opét ptisobit operdtorem J_, coz da
1
110) = = (1) |- = |-1) 1)), (6.1.19a)
V2
1
T -1)=—=(0)|-1)-[-1)10)), (6.1.19b)
V2
takze
1
Citio1= - (6.1.20a)
2
1
Cro = 5 (6.1.20b)
1
Cioi-1= 5+ (6.1.200)
¢l o L (6.1.20d)
V2
e Zbyva urit posledni stav, ktery lezi v jednorozmérném podprostoru j = 0:
[00) =dy|1)|-1) +d210) |0) + d3 |-1) |1) . (6.1.21)
Podminky ortogonality
(20/00) =(10]00) =0 (6.1.22)
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6.1 Explicitni vypocet C-G koeficientti 6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

vedou na soustavu rovnic

di 2d, dj
— +—+4+ — =0, 6.1.23a
NN od
dy  ds
— - —=0, 6.1.23b
AR ( )
z které vyplyvaji vztahy mezi koeficienty
dy =d3 = —d. (6.1.24)
S uvézenim Condon-Shortleyovy fdzové konvence je tedy
1
00)=—(|1)|-1) = 10) |0) +|-1) |1 6.1.25
|>\/§(|>|)|>|)|>|>) ( )
a
oo g0 L (6.1.26a)
111-1 1-111 3
1
Cloo= 5 (6.1.26b)
J 2 2 1 2 1 0 2 1| 2
m || +2 | +1 +1 0 0 0| -1 -1 -2
my  mo
+1  +1 1
1 1
S S 1 1 1
+1 -1 ? ﬁ ?
0 0 3 0 5
1 +1 N — L
V6 V2 V3
0 -1 1
V2 V2
-1 0 E—
V2 V2
-1 -1 1

Tabulka 1: Clebsch-Gordanovy koeficienty pro impulsmomenty j; = j» = 1. Pokud v tabulce neni uvedeno
zadné &islo, je prislusny C-G koeficient nulovy.

Vsechny vypocitané Clebsch-Gordanovy koeficienty pro impulsmomenty j; = j» = 1 jsou pfe-
hledné uvedeny v tabulce 1.
Shrnuti
Obecny postup vypoctu Clebsch-Gordanovych koeficientt: je tedy ndsledujici:
1. Zacne se s vektorem s nejvyssi vahou
lj1s 2,0 = Ji+j2,m = ji+j2) = lj1j1) ljam2) (6.1.27)

2. Opakované se zaptisobi posunovacim operatorem J_na obg strany rovnice. Tim se naleznou
vSechny vektory |j1, j2. j = j1+ j2.m), m € {=(j1+ j2), ..., 1+ j2} z podprostoru j = ji + j>.
3. Vektor z podprostoru s o jednicku nizsim j = j; + jo — 1 a s odpovidajicim nejvyssim moznym
m = j1 + j» — 1 se uréi z podminky kolmosti na jiz vypocteny vektor z prostoru j = j1 + jo,
Jujni=n+p-1Lm=j+p-1j.jj=h+jm=j+j-1)=0. (6.1.28)
V Condon-Shortleyové fédzova konvenci je pak koeficient u ¢lenu s nejvyssim m kladny a redlny.

4. Body 2 a 3 se opakuji do té doby, nez se dospéje do podprostoru s nejnizsim moznym j = |j1 — j2|.
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6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

6.2 Maticova realizace operdtoru momentu hybnosti

3

Naleznéte maticovou realizaci operatoru J pro ¢astici se spinem j = 5.

Reseni:

Hilberttiv prostor viech stavti je étyfrozmérny ajeho bazi tvoii vektory |3 m), kdem € {-32,-1,1, 3},

Operétory Jj budou tedy realizovdny maticemi 4 x 4. Stavy |% m> se pfifadi k vektortim

1 0
33 0 31 1
[ = —, = = 21
2’ 2> 0 '2’ 2> 0 (6.2.1a)
0 0
0 0
3 1\ _|o 3 3\ _|o
‘E,—§> = 1 ’E,—§> = B (621b)
0 1
Jelikoz Js |/ m) = m|j m), matice J3 bude diagondlni, pfi¢emzZ na diagonale budou vlastni hodnoty m:
4 (1) 0 0
{0 5 0 0
b=, 2 1o (6.2.2)
00 0 -3
Pro vypocet J; a Jo se vyuZzijeme vlastnosti operatorti Af = J1 + 132 (6.1.4)
1 0 0 0
0 -y (3 3)|1 3(3 3(3 1 1
B — R — — | = 1 _ |- = 1 = 2
J-lo[=@ (2’20 212+ 2127 Y[o|= 3o/ (6:2.32)
0 0 0 0
a podobné
0 0 0
11 (3 1\|0]|_,|0
J_ O =a (E,E 1 —2 1 N (623b)
0 0 0
0 0 0
0]_ (3 _1 0] _ 0
o|{|=a (5, 5110 =3 ol (6.2.3¢)
0 1 1
takze
0 0 0 0 0 V3 0 0
[¥v3 0 0 0 + [0 0 2 0
J_= 0 2 o0 ol J+—J,—O 0 0 \3 (6.2.4)
0 0 V3 0 0 0 0 0
a z inverznich vztahti k definici J.. se dostane
0 v3 0 0
Jy+do 1|3 0 2 0
= == 6.2.5
h="57=310 2 o V3| (6.2.52)
0 0 V3 0
0 -V3 0 0
Jo-Jo ifv3 0 -2 0
p— = — . .2. b
)2 2i 210 2 0 -3 (6.2.5b)
0 0 V3 0

PHimym vypoctem se lze pfesvédcit, Ze tyto matice spliiuji komutaéni relace pro impulsmoment
[Jj,Jk| = i€;xid;. Jednad se o Etyfrozmérnou reprezentaci rota¢ni grupy SO(3).
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6.3 Moment hybnosti atomu vodiku 6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

6.3 Moment hybnosti atomu vodiku

Jadro atomu vodiku (proton) md spin s, = 3, spin obthajictho elektronu je s. = 1 a elektron
se nachazi na orbitalu d (orbitalni moment hybnosti je tedy / = 2). Operétor celkového momentu

hybnosti ozna¢ime

alp)

3=8" 48941

+S "+L. (6.3.1)

1. Uréete celkovy pocet kvantovych stavt, kterych miize moment hybnosti J nabyvat.

2. Urcete, jaké hodnoty miize mit celkovy moment hybnosti j a kolik stavti pfislusi kazdé jeho

hodnoté.
3. Urcete normalizované stavy
33)
jmy=1 132) , (6.3.2)
131)

kde m znaci projekci celkového momentu hybnosti J na tfeti soufadnou osu.

4. Urcete stfedni hodnotu ~(e) alp)
<32‘S .8 ‘32> . (6.3.3)

é(p)

Ndpovéda: Skalarni soucin operétort §“. vyjadfete pomoci operatorii S a éée’p ),

Reseni:
1. Pro obecnou hodnotu momentu hybnosti j existuje 2j + 1 odlisnych stavd, takze
° 5, = % dava 2 mozné stavy,
° 5, = % dava také 2 mozné stavy a
* [ =2dava 5 moznych stavd,
celkem tedy 2 x 2 x 5 = 20 stavtL.

2. Slozeni dvou momentt hybnosti j; a j» vede diky trojihelnikové nerovnosti (6.0.7) na celkovy
moment hybnosti s moznymi hodnotami od |j; — j2| do ji + j»2. SloZeni dvou spinti s, a s, da
tedy dvé mozné hodnoty momentu hybnosti s = 0 a s = 1. Pokud se k mezivysledku s = 0 pfida
orbitdlni moment hybnosti / = 2, vysledkem bude jedind moZna hodnota j = 2 (5 moznych
stavtl). P¥ida-li se orbitdlni moment hybnosti k mezivysledku s = 1, budou mozné tfi rtizné
hodnoty j =1 (3 mozné stavy), j = 2 (5 moznych stavil) a j = 3 (7 moznych stavii). Plati tedy:

* j =1déava 3 mozné stavy,
e j=2déavad 10 moznych stava (S pros=0a5pros=1)a
* j=3déava 7 moznych stavd,
celkem tedy 3 + 10 + 7 = 20 stavti, coz souhlasi s vysledkem piedchoziho bodu.

3. Stav |j m) = |3 3) je jedine¢ny (je to stav s nejvyssi vahou), ktery mé v bazi jednotlivych momentt
hybnosti vyjadient
11 11
=z = = 22); . 34
p9=153) °[33) @R 634
Stav [32) se zisk4 ptisobenim posunovaciho operatoru J_ = S p—+ S._ +J_ na obg strany rovnosti
za vyuziti vzorcti (6.1.4) (pro zjednodu$eni zapisu vynechdvame znak tenzorového soucinu):

1 1 11 11 1 1
Ve152) =5 ‘zUz ) 22, 4; zUz -3). P2,
11 11
23} 73], 2o o




6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI 6.3 Moment hybnosti atomu vodiku

z ¢ehoz se vyjadfi stav |32) vydélenim V6.
Opakované piisobeni operatorem J_ dé zbyvajici hledané stavy

1 (|1 1\ |1 1 1 1\ |11
|31>=—(‘-—-> -—-> |22>J+2‘-—->
2V15\12 2/, e

22> 21),

2 2 2 2

Loyt
22/,

11
S —Z2) 22y, +2) -
> -3), B2

11
5 §>e 120), ) (6.3.6)

4. Pro dva obecné momenty hybnosti A, B plati rozklad

A . B = Alél +A2B2 +A3B3 = % (A+B, +A,B+) +A3B3 s (6.3.7)

takZe specialné pro A = § paB= S, se dostane

A A 1 111 1\ (11 1111\ |1 1
$u8ap2 = (-5 -3 22), 220~ la3) [z -2), 22
1111\ |11
- ‘E §>,, ! §>e 21), ) (6.3.82)
A A 111\ 11 1
Sp+Se-132) = l2 §>p 5~ §>e 12,2); , (6.3.8b)
111 1\ |11
Sp Se+ |32> \/6 'E - §>p 'E §>e |2, 2)] N (638C)
Dil¢i maticové elementy pro rozklad (6.3.7) jsou
A oA 1(1 1 1
<3 2|Sp3863 32) = 2 ( -1 ) ==, (6.3.92)
A oA - 1
<3 2)Sp+se_ > < - > -2 (6.3.9b)
a hledany maticovy element ma tedy hodnotu
1(1 1 1 1
< > (6*6)*3‘1' (6.3.10)

Pozndmka: Ptiklad je pfevzat ze sbirky [8], pfiklad 3.12.
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