7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

7 Potenciily s 5-funkcemi

7.1 Jednoducha ¢ jama nebo bariéra
Castice o hmotnosti M se nachazi v potenciélu ve tvaru jednoduché ¢ funkce,
V(x) =cd(x), (7.1.1)

kde c je konstanta, jejiz velikost udava ,silu” potencidlu. Pokud je ¢ < 0, jednd se o jamu, v opacném
pripadé o bariéru.

1. Napiste Schrodingerovu rovnici pro tento model a naleznéte podminky, které musi spltiovat
vlnové funkce v bod¢, ve kterém se nachézi ¢ funkce.

2. Pro pfipad jdmy c¢ < 0 naleznéte vSechny vdzané stavy (tj. stavy se zdpornou energit, existuji-li)
a pfisludné normalizované vlastni funkce.

3. Naleznéte feSeni pro E > 0 (v této oblasti je spektrum spojité). Vypocitejte pravdépodobnost
prichodu T a pravdépodobnost odrazu R na potencidlu a nakreslete graf 7' = T'(E), R = R(E).

4. Vypocitejte fazové posunuti § vinové funkce a zakreslete funkci 6 = 6(E).

Reseni:

1. Schrodingerova rovnice pro vinovou funkci ¢ (x) zni

Y(x) = Eg(x). (7.1.2)

Integrace v malém okoli x = 0, ve kterém sedi ¢ funkce, vede na vztah

K2

YV [/ (e) =y (—€)] +cy(0) = Fl ¥ (x)dx, (7.1.3)

kde ¢’ (x) = dy(x)/dx. Limita € — 0+ dé sesivaci podminku'®

|/ (04) - ¢/ (0-) = Ky (0) |, (7.1.6)
kde ¢’ (0+) oznacuje limitu zleva (-), resp. zprava (+) funkce ¥’ (x) vbodé x =0 a
2Mc
= . 7.1.7
h? ( )

VInova funkce pifi priichodu 6 funkci potencidlu musi byt spojita a jeji derivace md skok dany
vzorcem (7.1.6).

2. Vézany stav se musi nachazet na energii £ < 0. Pro x # 0 md Schrodingerova rovnice (7.1.2) tvar
jako pro volnou ¢astici

R d%y(x)
e =Ey(x 1.
S = B (7.18)
a jeji obecné fesent je
U(x)=Ae“+Be ", (7.1.9)

16Rovnice (7.1.6) lze té7 formalné piepsat pomoci logaritmické derivace

L_Y(x) d ,
L(x) = 00 I Iny (x) (7.1.4)
na tvar
L(0+) - L(0-) =K. (7.1.5)
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7.1 Jednoduchd ¢ jama nebo bariéra 7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

kde A, B € C jsou konstanty a
2ME
-

K=

(7.1.10)

VInova funkce v oblastech I (nalevo od ¢ funkce, x < 0) a II (napravo od ¢ funkce, x > 0), viz
obrazek 5, je

Y1(x) = A ek +Be ¥, x <0, (7.1.11a)
Yi(x) = Ce* +De ™™, x> 0. (7.1.11b)

Aby byla vinova funkce normovatelna (kvadraticky integrovatelnd), musi vymizet v nekone¢nu,
limy .00 ¢ (x) =0, z ¢ehoZ plyne, Ze
B=C=0. (7.1.12)

Sesivaci podminky [spojitost, skok v derivaci (7.1.6)] v bodé x = 0 davajt

¥1(0) = yu(0), (7.1.13a)
Y11(0) —¥1(0) = Ky1(0), (7.1.13b)
takze
A=D, (7.1.14a)
K= —g. (7.1.14b)

Dosazeni (7.1.7) a (7.1.10) vede na kvantovaci podminku

M 2
E= —2—;2 , (7.1.15)

ktera udava energii jediného vdzaného stavu systému.

Yi(z) Yn(r)

T

-5 0 5

Obréazek 5: Normalizovana vinova funkce vazaného stavu proM =h=1, ¢ = -1.

Zbyva nanormovat vlnovou funkci, tj. nalézt hodnotu parametru A:
. 2 ! 2 . 2
1= [ welde= [ unePdce [P ds

0 )
_ |A|2 {/ eZKx dx +/ e72kx dx}
o 0

1 ! 1 | 142
o A (7.1.16)
2k . 2k 0 K
Pfi volbé nulové komplexni fdze normaliza¢niho parametru je
M
A=D=vk=4|-=% (7.1.17)
72
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7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI 7.1 Jednoduchd ¢ jama nebo bariéra

[veli¢ina « byla vyjadiena pomoci (7.1.14b) a (7.1.10)]. Normalizovana vinova funkce vdzaného

stavu (7.1.15) je tedy
Mc _mc
Yi(x) = \/——C e WY, (7.1.18a)
72

Mc Mc,
i1 (x) = + /_h_zc et ¥, (7.1.18b)
v(x) = \/—% e W, (7.1.19)

Jeji priibéh je zndzornén na obrazku 5.

nebo souhrnné

3. Jedna se o rozptylovou tilohu na 1D potencidlu. Castice piichazi z oblasti, ve které je asympto-
ticky volnd, do lokalizované interakéni oblasti. Interakce zptisobi, Ze se astice miiZe s urcitou
nenulovou pravdépodobnosti odrazit. Pokud naopak projde, mtize se zménit jeji faze. Tyto
zmény uddvaji méfitelné veli¢iny pravdépodobnost prichodu T, pravdépodobnost odrazu R a
fdzovy posun 6.

V kladnych energiich mé systém spojité spektrum. V oblastech I a II je feSenim Schodingerovy
rovnice (7.1.11) se vinova funkce vyjadfi jako

Y1(x) = Aelt +Be ik,

Yir(x) = C ek 4D e kx| (7.1.20a)
kde
2ME

Pro ur¢eni pravdépodobnosti priichodu a odrazu se pfedpokladd, Ze k ¢ funkci pfichdzi vina
zleva (¢len tmérny A) a rozdéli se na odrazenou vinu (¢len tmérny B) a proslou vinu (Elen
umérny D). Zprava Zddna vlna nepfichdzi, takze D = 0. Hledané pravdépodobnosti se pak
definuji jako

R=|R?, R=—, (7.1.22a)

>0 |

T =%, T=—=T|€, (7.1.22b)

kde R je amplituda odrazu, T je amplituda priichodu a 6 je fdzové posunuti.
1~

0.8

064

0.4 -

0.2 4

Obrézek 6: Pravdépodobnost pruchodu (¢ernd ¢dra) a odrazu (¢ervend pferusovand ¢ara) pro potenciél
tvofeny jednou & funkci (M = h = ¢ = 1). Jejich soulet je roven 1.

Sesivani vinové funkce (7.1.20) v bodé x = 0 vede na podminky

A+B=C, (7.1.23a)
ik(C+B-A)=KC. (7.1.23b)
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7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

Vyjadienim B z prvni podminky a dosazenim do druhé se dostane

Pravdépodobnost priichodu je tedy

a analogicky pravdépodobnost odrazu

A
C= "% (7.1.24)
2k
1 1
== (7.1.25)
Tty 1+(%) L+ e
1 1
_ (7.1.26)

2 2h2E °
1+ (ZTK) 1+ Mc?

Plati, Ze T + R = 1. Obé pravdépodobnosti jsou zakresleny na obrazku 6.

Pozndmka: Povsiméte si, Ze R ani T nezdviseji na znaménku c, tj. pravdépodobnost priichodu a
odrazu je pfi zadané energii stejnd pro ¢ jamu i pro ¢ bariéru.

4. Fazové posunuti'’

6 znadi fazi, o kterou se posune rovinna vlna kvili pfitomnosti potencidlu

oproti pfipadu bez potencidlu. Situace je schematicky zndzornéna na obrazku 7. Pro uréeni
fazového posunuti se vyjde z definice (7.1.22b), coZ po dosazeni da

0 = arctan

T K M
mI = —arctan Tl arctan c | 2E (7.1.27)

Energeticka zavislost fazového posunuti je zakreslena na obrazku 8.

Yr()

5 II

- 7 Yn(x)
vina po prachodu bariérou
----- vina bez pfitomnosti bariéry

Obréazek 7: Vinova funkce pro vypocet fazového posunuti § (¢ervené). Vinova funkce za nep¥itomnosti
potencidlu V(x) = ¢ 6(x) je zndzornéna prerusovanou ¢arou.

Pozndmka: Potencial ve tvaru ¢ funkce md simulovat velmi tizkou a hlubokou potencidlovou jamu,
resp. bariéru. Jedna se vlastné o limitni pfipad kone¢né jamy (bariéry) sifky a a hloubky (vysky) v,

kde a — 0 a zaroven va = ¢ = const.

7.2 Dvé § jamy nebo bariéry

Céstice 0 hmotnosti M se pohybuje v potencialu slozeném ze dvou 6 funkci vzdalenych od sebe

o délku a,

wm=cp(

X - —

;)+5@+%ﬂ. (7.2.1)

17Drzime se zavedené notace, proto pro fazové posunuti i pro ¢ funkci se pouZivé stejné, piestoze kolizni oznacent.
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7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI 7.2 Dvé ¢ jamy nebo bariéry

O -
-0.5 A
4]

154

0 2 4 6 8 10 B
Obrazek 8: Fazové posunuti pro jednu 6 funkci (M =h=c =1).
1. Naleznéte rovnici pro vdzané stavy systému (E < 0, ¢ < 0) a vyfeste ji numericky. Porovnejte
vysledné energetické spektrum s pfipadem jedné jamy.

2. Pro E > 0 urcete pravdépodobnost prichodu T(E) a pravdépodobnost odrazu R(E). Zakres-
lete T'(E) do grafu spole¢né s pravdépodobnosti priichodu skrz jednu ¢ funkci.

3. Pro E > 0 urcete fadzové posunuti 6. (E) zvlast pro liché a zvlast’ pro sudé vinové funkce.
Zakreslete obé fadzové posunuti do grafu spole¢né s fdzovym posunutim pro jednu § funkci.

Pro v8echny ¢&iselné vypocty uvazujte h=M = |c| =a = 1.

Reseni:

1. Jelikoz Hamiltonian (7.2.1) komutuje s operatorem parity P, tj. je symetricky viiéi zdméné x <> —x,
p & —p, vlnové funkce ¢ (x) museji byt sudé nebo liché,

Ui(x) =¢i(=x) : Uir(x) = A; cosh kix (7.2.2a)
Ym(x) = By e = yp(—x) (7.2.2b)
Y_(x) =—=¢_(—x): Yym(x) = A_sinh k_x (7.2.2¢)
Yym(x) = B-e " = —y1(-x), (7.2.2d)

kde k. jsou dana vztahem (7.1.10). Aplikace podminky spojitosti v bodé x = a/2 a skoku v
derivaci (7.1.6) vede pro sudé fesSeni na rovnice

a x4
A+cosh/<+§ =B,e 2

—B.k,e %% —A,k, sinh K+% = KB,e %7, (7.2.3a)

jejichz vydélenim se obdrzi kvantovaci podminka

K, tanh K+% = (ks + K)|. (7.2.4)

Pro licha feSeni sta¢i provést zaménu sinh x < coshx, coZ vede na rovnici

«_ coth K,% - (k- +K)|. (7.2.5)

Po vyjadfeni hyperbolickych funkci pomoci exponencidl

1 e¥—e™*

tanhx = = —
cothx eX+e*

(7.2.6)
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7.2 Dvé ¢ jamy nebo bariéry 7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

lze podminky (7.2.4) a (7.2.5) kompaktné zapsat jedinou rovnici

[-Ke ™ =22k +K)]| (7.2.7)

Regenim této rovnice je priise¢ik exponencidly —K e *+¢ (pro vazané stavy je K < 0, takze
exponencidla lezi v horni poloroviné grafu) s pfimkami +(2«. + K). Zatimco sudé feSeni existuje
vzdy, existence lichého feSeni je podminéna tim, Ze smérnice piimky v bodé «_ = 0 musi byt
vétsi neZ smeérnice exponencidly v tomtéZ bodé:

[Ka <-2]. (7.2.8)

Obé situace jsou zndzornény na obrézku 9.

4
| (a) K - _1 2I€+ +'K,»’

/,/'/Q’I‘;q_ + K

n —(2h+ K)o,

Obrazek 9: Numerickeé feseni rovnice (7.2.7) pro dvé hodnoty K = -1 a K = 3. V pfipadé K = -1 existuje
pouze sudé feseni s energif E, = —0.273 (liché feSeni E_ = 0 vede na nenormalizovatelnou vlnovou funkci), v
pfipadé K = -3 existuji dvé feseni E, = -1.55a E_ = —0.382.

Reseni rovnic (7.2.7) 1ze explicitné vyjad¥it pomoci Lambertovtich W funkci'®

K 1 I(a Ka
sE—m =W (F— 7.2.
Ki 2+aW(+2e ) (7.2.10)
r4 s K 5 4 2 0
N K K L . 1 1 1 - 0
el K+ 5
,,,,,,,,,,, K_ -
- )
. ) » 7
- ’ -4
. p B

N S EL --6
T T T T 0 VVVVVVVVVVV E7 E

8 g 6 4 2 0 L g

Obréazek 10: Zavislost spektra dvou 6 jam «. a E. na sile interakce K a srovndni s jednou jamou « a E,
viz (7.1.15) a (7.1.7).

S klesajici hodnotou K (rostouci silou ¢ funkci v potencidlu) se feSeni vice a vice pfibliZzuji k
sobé. Pokud Ka < 0, jamy popsané § funkcemi mezi sebou jen velmi slabé interaguji a energie
budou tudiZ téméf degenerované (paritni dublety) a budou blizké energii jedné ¢ jamy (7.1.15) s
dvojnasobnou silou K. Zavislost feSeni «. (K) a odpovidajicich energii E. (K) je vykreslena na
obréazku 10.

18Lambertovy W funkce jsou definovany jako feeni rovnice

y=xe". (7.2.9)

V programu Mathematica se skryvaji pod ozna¢enim ProductLog.
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7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI 7.2 Dvé ¢ jamy nebo bariéry

Normalizované vlnové funkce museji spliiovat normaliza¢ni podminku

1= / T eoPdx=2 fo T e (oP dx (7.2.11)

e8]

(druha rovnost plati diky sudosti / lichosti vinovych funkci). Sudé vinové funkce jsou tedy

a
1 2 ~ _
- = A2 cosh? k,xdx + B2 e 2K
0 7

_ 42 [x sinh2/<+x] 7 e [e—zmr
= A2 sinh 2«.x

=+
2 4y |, =2«
A? B2
= % (kya +sinhk,a) + — e <+
4k, 2Ky
AZ
= (K+Cl + sinh kya + 2 cosh? Kﬂ) =
4k, 2
A2
= 4—+ (e +kya+1) (7.2.12)
Ky

(v pribéhu odvozeni byla pouzita sesivaci podminka (7.2.3)), pficemz hodnoty parametrti A, a

B, jsou
AL = / 2K+ 2(2ky + K)
T Vesaqka+1 ae, +K) +2’

e 4] K+

B, = > Ay = PR KA+, (7.2.13a)
kam se dosadilo z rovnice (7.1.10). Liché vlnové funkce maji hodnoty parametrti
A = / 2K_ B 22k + K)
" Vexcda—x_a-1 a2k +K) +2’
e+d -1 K-
B_= A_=- A_. 7.2.14
2 26, +K (7:2.142)

Souhrnné Ize tedy psat

2(2k4 + K) K_
A+:,f_—, B. =+ A_. 7.2.15
B +a(2K++K)+2 - +2K++K ( )

oK =—1 bl K =-3 ViK==10} |
14 14 , 11 i
ot el 0 __VT_V_”_--V-—""’ \\‘VV‘;;.'V.';'__' (o) R ,,__-_'.'.l - ’ M
[ A A ¢+(IL')
-1 -14 -14 : P e P (.’E)

3 2 4 0 1 2,3 3 2 4 0 1 2,3 3 2 4 0 1 2,3

Obréazek 11: Normalizované vinové funkce pro p¥i hodnoty K. Pro K = —1 existuje jen jeden vézany stav
(sudé vlnova funkce), pro ostatni hodnoty K existuji dva vdzané stavy: sudy . (x) a lichy ¢ _(x). Polohy §
funkci jsou zndzornény svislymi zelenymi ¢erchovanymi ¢arami.

Normalizované vlnové funkce pro tfi rizné hodnoty K jsou zobrazeny na obrazku 11.
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Dvé § jamy nebo bariéry 7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

2. Pro stanoveni pravdépodobnosti priichodu a odrazu se v analogii s (7.1.20) opét vyjde z vlnové
funkce ve tvaru (vlna p¥ichézi zleva)

Yr(x) = Ae*¥ +Be ™, (7.2.16a)
yu(x) = Ce* +De ™, (7.2.16b)
Y (x) = F ek, (7.2.16¢)

kde k je dano vztahem (7.1.21). Pravdépodobnost priichodu a odrazu bude

(7.2.17)

Podminky spojitosti a skoku v derivaci vlnové funkce v bodé vedou k rovnicim

A e—ik% +B eik% — Cefik% +D efik% (72183)

a

ik (C e k% _peiks _ge ks 1petik 7) =K (A e ik% 4 Beik 7) . (7.2.18b)
Z prvni rovnice vyndsobené faktorem ik se vyjadii
Cik e7k% = ik (A e iK% 1 geiks _p ei"%) (7.2.19)

a tento vyraz se dosadi do druhé rovnice, coZ po tipravach da

1 a s a K ira ira
ik (B ek _p el"f) -5 (A e ik% 4 el"f) , (7.2.20)
a tedy
p=X (A eika +B) +B. (7.221)
2k

Zpétnym dosazenim do (7.2.19) se dostane

_ iK ika
C=A- (A+Be ) (7.2.22)

Analogicky postup se zopakuje v bodé , pripadné staci vzit vysledek (7.2.21) a (7.2.22) a
provést zaménu k — —k, A— F, B +— 0:
—-K +2ik iK
C=—F—F

5 D=->F elka (7.2.23)

Zkombinovani vztahti (7.2.21), (7.2.22) a (7.2.23) vede na soustavu dvou rovnic pro nezndmé B a
E:

iK —ika _ K g
o (Ae +B)+B— Fee (7.2.24a)
iK . _K +2ik
A- B (Appeike) = 2 L 7.2.24b
2k ( oe ) 2ik ( )

Bez tGjmy na obecnosti 1ze volit A = 1, ¢imzZ se vztahy pro pravdépodobnosti priichodu a odrazu
zjednodusina T = |F|*a R = |B[*.

Reseni poslednich dvou rovnic zni

4>
F=—— —.
K? e%ika — (K — 2ik)

(7.2.25)
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7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI 7.2 Dvé ¢ jamy nebo bariéry

Po tpravach se ziskd findlni vyraz pro pravdépodobnost priichodu
i} 4k? 4k?
T=FF =

 K2elika — (K - 2ik)? K2 e-2ika — (K +2ik)2
16k*

- 2 2 4 i 2 i
(K2 +4K%) 4 K4 K2 [(K +2ik)2 e2ika + (K = 2ik)? e-2ike ]
————
24=2K*+8K2k2+16k*

B 16k*

- 28 — K2 [(KZ _ 4k2) (GZika +e—2ika) +4iKk (eZika _ e—Zika)]

B 16k

24— K22 (K% - 4k2) cos 2ka — 8Kk sin 2ka

B 8k*
*-K? [(K2 - 4k?) (cos2 ka — sin? ka) — 8Kk sin ka cos ka]

B 8kt

 a—K4cos? ka + K*sin? ka + 4K2k2 cos? ka — 4K2k2 sin® ka + 8K3k sin ka cos ka

4K

~ 4k% + 2K* sin 2ka + 8K2K2 cos? ka + 8K3k sin ka cos ka

- 4k*

 4k* + K2 (K sin ka + 2k cos ka)>

-— ! . (7.2.26)
1+ %5 (2cos ka + & sin ka)

Srovnéni s pravdépodobnosti priichodu pro jednu § funkci (7.1.25) ukazuje, Ze v pfipadé dvou
6 funkci se T lisf o modula¢ni faktor v zavorce ve jmenovateli. Ten zptisobuje, Ze pro specialni
hodnoty k dané rovnici

2cos ka + % sinka =0, (7.2.27)
t.
tan ka = 2k (7.2.28)
K

je pravdépodobnost priichodu T = 1 a pravdépodobnost odrazu R = 0. To je specidlni pfipad
tzv. Ramsauerova-Townsendova efektu, viz téz [2], kapitola 4.10. Pravdépodobnost priichodu T je pro
dvé hodnoty K zobrazena na obrazku 12 (a) a srovnana s pfipadem pravdépodobnosti priichodu
pro jednu ¢ funkci (7.1.25) s dvojndsobnou silou K (limitni pfipad a — 0). Pravdépodobnost
odrazu se dopocitd pomoci relace R=1-T.

3. Fazové posunuti se spo¢itd pomoci defini¢niho vztahu (7.1.22b) z vyrazu (7.2.25):

;e 4k?
K2 (cos2ka +isin2ka) — (K — 2ik)?
42
~ K2(cos2ka — 1) + 4k2 + iK (K sin 2ka + 4k)
4k* |[K?(cos2ka — 1) + 4k> — iK (K sin 2ka + 4k) |

5 . (7.2.29)
[K2(cos2ka — 1) + 4k2|” + K2 (K sin 2ka + 4k)*
sin2ka + 2£
6 = —arctan . (7.2.30)
cos2ka —1+ %

Fazové posunuti je zobrazeno na obrazku 12 (b). Pfitazlivy potencial (K < 0) dava fazové
posunuti zdporné, odpudivy potencial (K > 0) kladné.
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11 3,
5 —K=2
———————— K =4 pro 16

2 pro
T —K=-2

1. -~ K = —4pro 10
05-

0 /// T T T T 1 T T T T 1

0 2 4 6 8 Lk 10 0 2 4 6 8 k 10

Obréazek 12: (a) Pravdépodobnost priichodu a (b) fdzové posunuti 6 pro potencidl dvou 6 jam s K = -2
(Cervené) a K = 2 (modfe). Pro srovndni s pfipadem jedné jamy sily K = +4 slouZi ¢erna ¢arkované ¢ara (v
piipadé jedné jamy je pravdépodobnost priichodu stejna pro obé znaménka K).

7.3 Maticovy formalismus
Céstice hmotnosti M se pohybuje v jednorozmérném potenciélu slozeném z n rtizné silnych 6

funkci,
n

V(x) = Z cjo(x —x;), (7.3.1)

j=1
kde c; jsou jejich ,sily” a x1 < x2 < --- < x, jejich polohy.
1. Obecnou vIlnovou funkci pro &astici v bodé x zapiste ve formé dvousloZkového vektoru.

2. Naleznéte transformaci posunuti vinové funkce o vzdalenost a a zapiste tuto transformaci ve
formé matice.

3. Naleznéte transformaci vlnové funkce pfi prichodu ¢ funkei v bodé x;.

4. Naleznéte transformaci E, kterd dava do vztahu vinovou funkci pfed prvni jagmou s vinovou
funkci po posledni jame.

5. Pro ptipad dvou stejné silnych jam vzdalenych od sebe a najdéte podminku na to, aby vlnova
funkce pro vazané stavy E < 0 byla normalizovatelna.

Reseni:

1. AZnajednotlivé body x; se jednd o vinovou funkci volné ¢astice

W(x) = Ay elF¥ 4 A_ eIk, (7.3.2)
e S
Ui (x) Y- (x)

kde k = y2ME /h? [pro vazané stavy E < 0 je k ryze imaginarni, nebo je moZné pfejit k veli¢ing
k (7.1.10)]. VInova funkce se zapiSe v kompaktnim tvaru dvouslozkového vektoru

Ui(x
Y(x) = ((,//+((x))) . (7.3.3)
2. Posunuta vlnové funkce je
w(x + [l) — A+ Cik,\'+iku +A_ e—ikx—iku — C+iku (!/+(X) + e—iku (,//,(x), (734)
takze . "
ﬂ B e+l\(1 w+(x) B e+l <a O )
q}()‘ + (l) - (Ciku (//,(.Y) - 0 C—iku IP(')L) . (735)
———
T(a)

7.10
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3. Sesivaci podminka (7.1.6) pro vinovou funkci (7.3.2) je linedrni, a proto ji 1ze rovnéz vyjadiit
maticovou transformaci vektoru ¥(x). Oznaci-li se vinovd funkce nalevo od j-té § funkce jako
¥ (x;) a vlnova funkce napravo od ¢ funkce jako ¥®) (x;), pak podminka na spojitost a na
skok v derivaci v bodé x; zni

pi g =y ey B (7.3.6a)
ik (wi’” g ) .//<L>) (W R) 4 w_““) . (7.3.6b)

R
—yR

Z prvni rovnice plyne R = yP 4y L) , coz po dosazeni do druhé rovnice d4

K; K K;
T ( . ‘”(*L)) i = (1 ’ ﬁ) S Zlkw(L) (7.3.72)

K
(L) :__J( J(rL)+wEL))+w£L) _

\ 5 ) y, (7.3.7b)

(L)
21k ’ ( 2ik

To je linedrni transformace, kterou Ize zapsat jako

1+ﬁ K
T<R>(xj)=( 2K Tk |9 (x)). (7.3.8)

J
“5k 1=
| ——
R(K;)

4. Transformace E je sloZenim transformaci posunuti mezi § funkcemi T a transformaci pfechodu
pres ¢ funkce R:

E(xp;x1) = R(Kn) T(xn = x,-1)R(Ky-1) - - - R(K2) T(x2 — x1)R(K1). (7.3.9)

5. Transformace (7.3.9) ma pro dvé ¢ funkce tvar

E(a) = R(K)T(a)R(K)

T+550 S Y [e*e 0 \[1+5 K
(2 B B )
T 2ik 21k

K

eika 2 -ika
( (1) etem (£ ethe K
—7ic [(1+ 5) e+ (1 7c) €] -
Stav bude normalizovatelny, pokud sz(rL) =y®) =0, kde wiL) zde znadi ¢ast vinové funkce s

kladnym znaménkem nalevo pted levou ¢ funkci a y(®) ¢4st vinové funkce napravo za pravou &
funkci potencialu.!® Jelikoz ¥R = 2¢(1), plati

(7.3.10)

p B =2y + By, (7.3.11)

a pokud se kviili sprdvnému asymptotickému chovani mé vynulovat v a y® musi byt
Eop =0, neboli (po zavedeni k = ik)

2 2
K K
- (ﬂ) e+ (1 + ﬂ) e =0, (7.3.12)
K?e 2% = (K +2«)?, (7.3.13a)
|K|e™ % = + (K +2«) . (7.3.13b)

Rovnice je identickd s rovnicemi (7.2.4) a (7.2.5). Jejim feSenim bychom dostali energie vazanych
stavi.

Pro vazané stavy je k = iy-2ME /h = ix

7.11
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7.4 Periodicka ¢ funkce (Diractv hieben)
Céstice 0 hmotnosti M se pohybuje v jednorozmérné mifZce popsané periodickym potencialem

(o8]

Vx)=c Z 6(x —na), (7.4.1)

n=—o0o

kde a je vzdalenost mezi sousednimi ¢ funkcemi (mfizkovéa konstanta).
Hledejte vlnovou funkci ve tvaru Blochovy viny

Wy (%) = €9 uy(x), (7.4.2)
kde funkce u, (x) je periodicka s periodou a
ug(x) =ug(x+a) (7.4.3)

a q je kvazihybnost (m¥izkovd hybnost).”’

1. Aplikujte sesivaci podminky pro navazovani vinové funkce na ¢ funkci a naleznéte energetické
spektrum pro ¢ > 0, E > 0. Diskutujte jeho vlastnosti a zdvislost na parametru c.

2. Pro dvé hodnoty K =1 a K = 10 vypocitejte a zakreslete do grafu disperzni relaci E(g) pro
nejnizsi ¢tyti energetické pasy. UvaZujte nasledujici konvenci: pokud nn < ka < n(n + 1), pak
mm<qga<nn+1),nelN.

3. Vypocitejte grupovou rychlost
ow 10E
- _ %= 7.4.4
a zakreslete jeji zavislost na ¢ a na E pro dvé hodnoty parametru K = 1, K = 10 a nejnizsi ¢tyii
energetické pdsy. Srovnejte s rychlosti volné castice.

4. Naleznéte parametry A, B vlnové funkce. Vlnovou funkci normalizujte na vzdélenosti mezi
dvéma delta funkcemi:

/O g (o) dxe = 1. (7.4.5)

5. Najdéte feSeni Schrodingerovy rovnice pro piipad K < 0 (v tomto pfipadé miiZe byt energie i
zépornd). Podobné jako v 2. bodé zakreslete disperzni relaci E(q) pro K = -1a K = -10.

Pro v8echny numerické vypocty pfedpoklddejtea = M = h = 1.

Pozndmka: Diraciv hieben je trividlni jednorozmérny model, na kterém lze studovat zakladni vlast-

vvvvv

potencidl, ktery misto opakujicich se ¢ funkci uvazuje pravothlé bariéry o kone¢né siice b a vysce

Vo, vzdalené od sebe o mfizkovou konstantu a > b, se nazyva Kronigiiv-Penneyiiv potencidl [9]. V
limité
b — 0,Vy — o0, bVy = ¢ = const (7.4.6)

prejde Kronigtiv-Penneytiv potencial na Diractiv hieben.

20N&kdy se téz nazyva Floguetiiv exponent.

7.12
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Reseni:

1. VInova funkce na intervalu x € (0; a) odpovida vlnové funkci volné ¢astice

) . ) 2ME
Y (x) = Ae*¥ 4peT k. k= o (7.4.7)
Vyjédfena v Blochové formé podle (7.4.2) zni
(r//éO;a) (x) = eldx (A e~iax oikx | p o—igx e—ikx) ) (7.4.8)

Ug (x)

Podle Blochova teorému (7.4.3) 1ze vyuZit periodicity funkce u,(x) a posunout vinovou funkci
na interval x € (—a;0),2!

wy () = e uy (x+a)

_ eiqx [A e—iq(x+a) eik(x+a) +B e—iq(x+a) e—ik(x+a)]

_ o-iga [ Aeika) L p e—ik(m)] , (7.4.10)

Nyni se aplikuji seSivaci podminky pro ¢ funkci [spojitost + skok v derivaci (7.1.6)] v bodé x = 0:
(74.11a)
(7.4.11b)

A+B=e[Ae* +Be ],

ik(A = B) —ike 94 (A eika _p e*ik“) - K(A+B),

kde K = 2Mc/h?, viz vyraz (7.1.7). Toto je homogenni soustava dvou rovnic pro dvé nezndmé

A? B/
A 1-— e—iqa eika 1-— e—iqa e—ika
M (B) = O’ M= (l _ e—iqa eika _K -1+ e—iqa e—ika _K | (7412)
ik ik
kterda m4 feSeni, pokud
0=detM= (1 —e7laa eik“) (—1 +e 194 gTika —E)
ik
_ (1 _ efiqa efika) 1- efiqa eika _5
ik
-1+ e—iqa eika +e—iqa e—ika _ e—Ziqa _5 + = e—iqa e—ika
ik ik
-1+ efiqa efika +efiqa eika _ 672iqa +£ _ 5 efiqa eika
ik ik
=-242e71¢ (elk“ + e_lk“) —2¢7%qa o e ¢ (elk“ - e_lk“) . (7.4.13)
——— ———
2coska 2isin ka
Vyndsobeni vyrazem el? vede na
) . 2K
—2e'9%+4 coska —2e71¢ = sinka =0 (7.4.14)
K .
cos ga = cos ka + T sin ka |, (7.4.15)

coZ je rovnice pro povolené energie (kvantovaci podminka). Tato rovnice je splnéna, pokud
K .
r = |coska + % sinka| < 1. (7.4.16)

Veli¢ina r je pro dvé hodnoty K zakreslena na obrazku 13. Nékolik pozorovani:

7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

21Zapﬁsobime—li na Blochovu vinu (7.4.2) operdtorem posunuti T(a) = e_%“ﬁ, ktery byl zaveden vztahem (1.5.1),

dostaneme

T(a)g(x) = vg(x —a) = "Dy (x —a) = 134 4 (x) = 7199y, (). (7.4.9)

VInova funkce ve tvaru Blochovy viny je tedy vlastni funkci operédtoru posunuti T(a) s vlastni hodnotou e™194.

7.13



10

-

7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

e
R
BRI
e

RIS
IR
s %
R s S5
B O R
B R RS
BRI
022022207020 20 2022002024202 20 02020202 20 0 0 Y0 2022
RO AK:
B RIS
s
RIS
IR
SIS
et
R ITT
RIS
ﬁ.............‘.......

15

.
... :
::fi ..
e IS
IS
s sosd
B S BSSSSESISES.
R T TRt
I
B RIS,
o soss

e s

s

3

10

RIS
s
oe

Z

%

<
<
5

5

S
25
S
55
3
%
%
K
5

5
s
]

23.443»
R S IRIIRLLS
RS
sy
3 RS
RRETERS
.Z:Z.

2R
35
355
0029
203099
38
88
S
885
0000
S
te%9%e

%

5

<

25

288

Sa%s

<
Vo
hateo0ss

St
RIS
RIS
R RIS

3
3
55
£
s
ks
s
0%

2\
\
)

w«n«%ﬁwwﬁﬁuﬂw«%ﬁ«“ﬁ&o
R RSO
s
35 K

S

38 %
35 S > Te]
BB

RIS
S SIS
SR S IOIRISK

XXX LAPEIIRHK KRKRRRR R KRKRXX

R IR
oo oo s e
357 S SRR SR R R AR oSl

R0
e 000000%
R IR
s <
s e
R S
S L L LTS
oIS S o o ss et onst
I
SRR

7.4  Periodickd § funkce (Diractiv hieben)

z

4zané
ice.

k-

a

(7.4.17)
(7.4.18)
(7.4.19)
(7.4.20a)
(7.4.20b)
(7.4.21)
avisla
(7.4.22)

eqa+2mm,

z
N

fuj

v
z

tidaji zak

hlé jamy sitky a.
4 rychost k nule.

tak, aby lezelo v
inedrné nez

yuje na carove spe

< 1 stfi

71 qa
dveél

m gy (x) = ¢ (x) = ¢—4(x). Tato vinov
asu kles

2

erne pravou

2

1noovu zonu, Coz je mnozina

jednoznacné vinovou funkci. Pro jednorozmér-

ku 14
ingerova rovnice

ve

épasy r
n(n+1) pridru

ice p

z

azany pas.
az

z

konvence zndzornéni vysledt

z

i odpovidéd pohybu volné ¢ast

ké ga, pak ji stejné dobfe spl

) pro dvé hodnoty parametru K a mfizkovou konstantu a = 1. Pasy, v nichz
povolen
zdy zak
Sen
7na
i hran

v

Sechny energie E > 0. Re
neN.

n € N.
n?,
k & q.

€ energii v

z

W2
2Ma?
hluboké jednorozm
i. Jedna mo
< ka <
od
zen

-B [1 - e—iqu e—ika] .

rirazeni

2
Yy

ejna
dru

¢né hodnoté kvazihybnosti.

n
nuje n&ja

e mn
it Schr

E

ich je zobrazena na obr

anim.
ho p
7.14

z

fapro K — oo se spektrum reduk
e hodnotu ¢ na tzv. 1. Brillou

qa € [-n, n].

im s

ka = nm,
im

]

tane st

¢né

ém pdasu n
interval

asy zuzuj

2
o

Srafov
je
,je na nulov
cné
as

mn <ka<n(n+1),
mn<ga<n(n+1),

4
a

0
év
iv dan

v
v
z
z
[y

Péasy lze tedy indexovat ¢islem n.

e Pokud K

z
~

avaj
A [1 o e—iqa eika]

kame komplexn

mova zona
move zone mus

s

4 konvence omezu

h, Zze d
E(q) v obou konvenc

v 2z
P

jsou vyznaceny
sou povolen

illou

/]
ycC

7 vlnova funkce z
tom, Ze se ke kazdé hodnot

0
intervalu 7m < ga < n(m +1) pro n = m, tj.

(7.4.15) pro hodnotu ka spl

1, viz obréazek 13.

cerna cara
1da opa

v
P

2

e reseni z1s

ici
, pficem

z
v

dpovida spektru nekone

h ¢ takov
ku je 1. Brillou

COZ O
Civa v
¢zné pouzivan
irelace E

pasy r >
e Hodnota funkce r pro &

. Druh
funkce odpov

tj. pokud K > O nebo K < —
nou miiz

trum (7.4.18), tj.

2.

4. Ze sesivaci podminky na spojitost vinové funkce (7.4.11) plyne

P

Funkce 7 (
* Pro K > 0je horni hranice povoleného pasu vzdy na hodnoté

* Pro K # 0 ma energetické spektrum pdsovou strukturu
* Srostouci hodotou K se p

nejmendsic
isperzn

feSeni

Timto zptisobem je docileno jednozna

Druhab
Pozndmka: V 1. Br

kdem e 7
tedy spo
D

3. Grupova rychost je zakreslena na obrazku 15. Pro g v blizkost

Obrézek 13
Inéna podminka (7.4.16)
2. Pokud rovn

Je sp



7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

-

7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

0

B s e o5
%
9555%
o F
S5t RIS 8% e e e 1935395535398
ate%e%et R IIKIKIK AN R oot tsteteratetotel oteratotete
2028000 r oods o ORHRRS oSaeseterstoretess ] [RSR
ssssee R 1935305535398
R IR KRR
~ [o30%8%e%s + s o esatatetotstototeteretetel KRR
b 193005%% RIS RSSRES
RO R I~ %S R IR R X
5 R IELHRIRHRRK KRRHRRK 095%
[Pg0setesetereses Setesetereles %y 3000sosrensorseiast asecesed|
oreretatesatatatasstotetotet ol oresesatatatetate?stotetoterd
o IR ENRIKIIEKEN] ORI
IR R IRRKIIEIKEIEK] otessiotetetatiteseteteton
s R s s
~ e oo soetes RS
~ r R R RRRRIIR)
s
S R SRIIINN RIS
SRR RIS
o RIS ot esssssssssssiseen
IR 5333 eSS sssessseee
A BRI
+~— SR Dot Asetutetotetoritetosel b5,
RN RSt tatatetototororered] Soreds
N o SIS RIS o
AN - SRR oo eessssss st 055%s
— SN e ssseoe 555
B e e R s I el 33
F S I
IR RIS
oo eretess sl rssasssssssssesissit
— ST RS
sy o B e
o] . L SRR Resssesses]
N Jesatotesete otese] oSS reasetasstetosetetotel
Ny .
R ===~ BB R OO e — - SSasaranety teoeoesl ossseenssssssssisisee
3 Sosrssssese! 00000 0seses0s0sssooo
IR R
I oo esss e K
RN SRR K
- LD 2037 sasasesatatetets [Poasstottatey eetatoteretedy %
RIS IR B
\ 0RRHRHRARKY Osesoresosess, veasetesecen| [
\ RS SR K
AN R BRI K
O eseseresseee] e eosoeoe] R3S
\ oSatetetetsteteress [ogs%0seiatateteteted totetedd oorsreres|
R R =~~~ R R SRR === - o teteton B 0%
o S00es % IRRRRINIRRY oo
Sat0tete%e? oo Poterstetotesetets XK

255
atete?
o

o

5
&
%t

o
o
o
o

%
%
%%
%
39S
2
s
e

%
%
%
s
S
%
s
35
5
5
5
s

- Sateoariteses Sased] RSN o
\ Sesotesesetores ososes] Resaoteeetatote%el o
G eatesoretotatetes tesol I |
Sa%es %% S erat e taretosatetoted| Jeetorrsssatetetet q
SRR IR RERRERRRES &
st et ot etatesss ol S eoattosatetatetetetel Resso0tates %

ogtesatetoratetatitoretesatetoses sitosstetetetoratoraters]

5353935
555555
95599
R

%t

%
5
5
%
%
5%
S
S
%5

TS tooate ottt

5

oS
<

it

<
K

<5

0388
K&

%
o

S
oo

&
K
&
3%
K
K

E
150
00
50
0

1

0

ool

:‘.4.4%.4.4‘.4.‘%.4.‘e.‘qe.‘.‘qe.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.‘.ﬁ‘.‘.‘e‘.‘.a‘.‘.ée.‘.s‘.ﬁ.ié
R R R R SR,
s B S RS ARSI
R e S OIS
IS B S RIS 5
e e
R B R R SIIIE,
S S S sss s

2z
5
e
R
o
8
S
e
]
X
s

0%
%
%
%
%

%
i
X
i
£
3%
KX
%
%

2
55
S
ST
S5

oo
K
R

oo
S

35 o R85 355 s K5
Sy BRI I8 R b % sofinses
R R R R IR SRR RS KB SR RIS <
o BRI RIS ISR R85 R BRI ol
K% KR35 3% RIS IR R 53 KSR <
R R RIS R R R85 R BRIES &
R BRI % RRBIBIRI s ks R R BRI e
I K RIS IR R 8] RIS A %
TS BRRSSISS s R B SR R BRI SRR
e o el rsssosss BB R ] o 83 RESIEEI5 2 BRI
RN % SRS SR 55 s B RKSISIRI KIS
RIS o2t ] R AR,
Cgelel - e s B R g KR
R S 358 o e e e Ko o essssossss
oo RS sssiosenes oS %5 Bl w o S o
IS RIS SRS SIS o5 IR RIS e e
SRR LR B IR (IS &4 RSB IIRIRIR KK RIS s
s KRB RIS SIS 535 it s esns L R
IR R s s sesssessos B 8 B RS SIEIRIKS R
s ssons R85 e e ssoss B ey e e s ssssses
SRS S KIS s B B oo e o
s S SIS RIS 53 B e s ssesass e ]
IR RS RIS SR o5 B o s ssssosed 385
s s os oo s s et easess oo o5 e e e ssestososid s
s B RS SRS ey Sl e sy essosssossst o
KRLHRRXK [ XRHRLHLHHLRLXRALHK IR LK X RRRRHEHRHARK KR RHRRHRRN X KX G HRRRAXHRARHARILK XRRK] [HRXHHLHLHIKHIAIKARHAKAXS 9088
8K S I LIRSS RIS Sl e s dosssososoase o
s B AR KRB IS 6 ] KIS o
s e s B BR8] B e e sssososil -
355 e oo saro ot rosesssaseon| oo s KoK o
o e e e R R KR R IR e
R0 R RIRRN RGO IR0RRRAEN el oSS eretesocetoreseteraseseteserosesososesosetel | Ratetori Setose’ stotetetoteteresesorect| ol
% R RIS R B R o] K RIS 3
I RS8P B R RS K e e e sssssssios el ]
R i oo e eseosersen 8K KBS K e KSR 3
RIS RIS s el e e e oot 4
RSB IIBIIS RIS S B R BRI  B e e e ssssossss ]
ARSI SR, R R KK e e e e sssesis Y
ot RIS B R S BRI B e e e s eosesl J
R RIS SIS R R s KRS8 B e e
R R S BRI L B8 KRS 5] e st s st o e oSl
R R RIS s s s e et
R B RSSKBIBI B s isesesesss e ssesl oo s oo e oo 1os0se
O RIS R KR I KN s el e s oe s
XS0 RRAKX XX RRALLXXRRANLLXXRHA [RXXRHANAAXLKKS 00X XIGLXIH KRANRKX XRXAXS XRXAXRA KX SOSsSersoasteseracatosaseteteseosatesers veosoctotetey ratetetetoretetesetetoretesese: KX
R R RERIBIKK IR RIS S BB s K SRR Ok
S R RIISKIIKR S R 8K K5 B R K R SRR RIS
e ssesoosss e e el ssssssss s R RS IR RIS
R S RIS RIS s BRI e s sssssesen Kose%
RSO KRS BRI s3] Bseesses k] sl o e eesssese| Kot
R R ISR SIS S KRS — e e ssssson e se
R R AR I psslrsesssnsieleot R ] K R RIS R
L L L s e R ] e S B SR IR
R I 3 RIS R B B s oot o530
AR e B RS 3 SR, s B e | e ssssan oo oses
g BRI, 3 RIS el R R SRR RESER
R R S RIS o IS R KR4 88 B e el et
R R RIS IRIIRIRIR, 3 RIS ] IR R B OSSR KSR
R S RSN 55 RIS s KRR K5 R BRI RIS
R RS SIRIIRKES 3 et e i e ses rssssssssesel oo S R 8o RIS
e s esessesuss ol S s oessosessesel o8 e oo esesse Koo
e 5% S S K KRS KK e o o e e ool oo
G R RIS 3 A B R R R e oA KRS
R R R IS e R R KA KK S R R R I K
R R RIS IBKIRIIIR 3 R RS ARSI IR S ] S R K R BRI
s es oo eSS 55 e et R R SRR RS
s sssrssssesnl oo oo s el B R KR SR RIS
SRS 8 33 B A R 8 e e s sssono oS ssessss
R RIS Y X8 B AR KRS ] s e s ssssnon scsssessse
IR, o R IR KRB38e851 6 R RS KIS
s sessesosts| o % oS B SN RRSES8 5X) S B R I B
R o BRI S SRR Ko X8oes b] B ] K R RIS
R SRR 38 el sssesssses o ] AR BB
e e BRI RS R K] B ] KR SRS RS
R ORI s e s KRR RS
A SIS R RS ISARIISI RS B e el
R R R RIS e e B KIS
R s RIS RIS s PSR K e e ool
R S KRR X3 Besss s ERsss k5] B ] KRR
oo RIS o Sy, daseseslied e e e
BRI oo s R ks s e s ssossd
e et 2% % % 0 00 0% % % 20 2 20 00 086 % % %0 %% 0202020042400 % %% XHKRX XXX XARSKRR X RIHXHRRRRIHRHHLRIKHXHHLXHRRRRN KRHXRRRIRHXERRRRRRHXHRRK]
R RIS IR ] R R e KooK
R KR RIS S ENSEE LO) B KRR
X RKRHRRHLIRIKHLIKRHL R KX HIRIKRK XXX R RRRIRKX XXX (R RLNKY ] SRHRAHIRHRIXHRLALRILHHRXHRHA RHLITHRXIELHRLHIIHRIKK]
B BIIIBEIIIEL IR srendsse Senshiss R ] KR RIS
RIS o ] IR K R KRS IR
s es 8% 8 R B T e o e e esset
R RIS SIS S BRI B B e s ssssossen
RIS s e skl B KRS
ARSI st Sssssnaliossiess il e el
SRR ABIIIREIRIK IR st X6 e e oo oseosios
s sessseesssess ey R N B e st osssosios s
st s s SN e e oot Sosss
AR NN RAXHANXHANK eeetetele; toeel 2oy letel 100X RRALLXXRRHAILLXXHHK] [XXXHHNAILLXKRAXRAILXKH] XX
SIS RIS o o B e K RS s
I EIISIIIIISS Sooos 8 o o R85 8 e e e %5
e K RIS o 3 & I IR BSKIIIES
RS RIS S s tfisstssstl & BRI RN s
R R R R RIS R385 \ SIS s sl oo oseasosl
e 32558 \ RIS, R RS SIS
RIS RIS Ses ssosse d e e e o K5
RS ERIRIRIIRS s esssssie ssesssesossss A RIS o R RIS
R g g R K RS IRII R R b IR 5 RRBIBN] 55
R R K R R s RIS i SR
R e KR BRI S oo & X
R R B R R BRI ot % o I
SRR G RIS R % I
e S ssosssios s e SN
IR B85 R R S S I IEEIES oo s oo
R B B R R SRR FRRRRARK e S5

i

v
-

kované
ym

q Car

a
¢ary vyznacujf

i relace pro 1.

ymi ¢arkovan

e
1sperzn

4 ¢ara). Cerven

h?q%/(2M). Svislé zelené &erchovan

v

D
. Cern

cern
Fddek
i barvami
4dzek 16

asy. 2.

~

2

ep

v

snym

ény odl

ény povolen
hodnoty kvazihybnosti ¢ pro obr

z

7.15

ici

t

anim jsou Znazorn

Cas

z

P
2
z

1ve pasy jsou Znazorn

z

lace v konvenci (7.4.20) pro dvé hodnoty K (

s

(7.4.18). Srafov
(7.4.21). Jednotl

1Sperzni re

D

o

1ce pasu

v

z
2

1. vddek
dpovida disperzni relaci pro volnou

¢arami jsou vyznaceny energie a vypsany

movu zonu

Obrézek 14
¢ara o
horni hran
Brillou

v



7.4  Periodickd § funkce (Diractiv hieben) 7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

20 20
o a) K=1 - (b) K=10

9 1 91

15+ [ 15+ T

10 10

i ﬂﬂ 5 -

0- — T O-nﬂ — T - - - T - T T 1 T
0 150 F 0 50 100 150 F

201 201

v 72
9 ] 9]
15 ﬁ/\ 15

10 ﬂ 10

5

0--'-'|""|""|""| 0--’”"'|""|""|""|
0 5 10 15 q 20 0 5 10 15 q 20

Obrazek 15: Grupova rychlost (7.4.4) v zévislosti na energii (1. ¥ddek) a na kvazihybnosti (2. Fadek). Ve 2.
tadku jsou hranice pasti ¢ = nn zndzornény svislymi zelenymi ¢erchovanymi ¢arami. Cervend ¢arkovand ¢éra
odpovidé rychosti pro volnou ¢astici E = hg/M.

coz dava vztah mezi konstantami A a B:

1 — e7iqa g=ika cosqa —coska _;;
A=-B —— =B e ika, 7.4.23a
1 — e—iqa gika 1 - cos (q — k)a ( )

1= e—iqa eiku

cosga — cos ka

ika
| o . 7.4.23b
1 — e-iga g-ika 1-cos(q+k)a : ( )

Integrace vlnové funkce na intervalu [0, a] (7.4.5) da podminku

1= /u (A e +B e_ikx) (A* e k¥ 4B ‘kX) dx
0
a .
= / (|A|2 + B> + AB" ¥k 1 A"B e*Z‘k") dx
0

- (|A|2 + |B|2) a+ ﬁ [AB* (eZik“ —1) +A*B (1 - e’m“)] . (7.4.24)

Spojeni poslednich dvou vztahti vede k vyraztim

—coska |? 2sink —cosk
lou |B|2 1 cos ga — cos ka N sinka cos ga — cos ka
1-cos(g—k)a ka 1-cos(qg-k)a
——
,\i(cos‘ ga—coska)

1-cosqacoska+ & (cosca — cos ka)?
= 24 |B]? g !

7.4.25
1 - cos (q —k)a ’ ( )

kde bylo vyuzito vztahu (7.4.15) a prvni dva ¢leny byly upraveny podle vzorcti pro goniomet-

7.16



7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

rické funkce:

cos qa —cos ka

1-cos(qg—k)a

. —k . K 12
r l—ZSIH 45=a sin %a

2 sin? "Z;k a

249

sin %a + sin? %ka

sin® %a
1-cos(q—k)a+1—cos(g+k)a

1-cos(g—-k)a
_2-2cosqacoska

(7.4.26)

1-cos(q—-k)a *

6 0 1 2 3 4 5 x 6

Obrézek 16: Vinové funkce 4 (x) normalizované na intervalu (0, a) pro a = 1, dvé hodnoty K a nejnizsi
¢tyti povolené pasy. Hodnoty g > 0 lezi v 1. Brillouinové zé6né. Modra ¢arkovana ¢ara — redlna ¢ast, cervena
teckovana ¢dra — imagindrni ¢ast, Cernd ¢ara — absolutni hodnota. Zelené ¢erchované ¢ary odpovidaji mistim, v
nichz lezi §-funkce potencidlu. Odpovidajici energie a hodnoty kvazihybnosti g jsou vyznaéeny v obrazku 14.

Podobné lze vyjadrit

1
1=2alA]?

2 N2
— cos ga cos ka + 3 (cos qa — cos ka)

: (7.4.27)

1-cos(q+k)a

717



7.4 Periodicka ¢ funkce (Diractiv hieben) 7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

Obrazek 17: Totéz jako v obrazku 16, jen pro vlnové funkce z krajt 2. pasu.

] qg=2.82
1
0
1]
0 2 4 6 8 x 10
_ ] qg=0.23
;‘H:__ 14
,'ld‘:\‘\\ 0':
11 11
0 2 4 6 8 X 10 0 2 4 6 8 X 10

Obrézek 18: Periodicka ¢ast vinové funkee u, (x) (vlevo) a Blochova vina e'?* (vpravo). Modré ¢arkovand
¢ara — redlnd ¢ast, cervend teckovand ¢dra — imagindrni ¢ast. Prondsobeni sloupcti mezi sebou da vinové
funkce z pravého sloupce obrazku 17.
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7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

-

7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

takZe normaliza¢ni konstanty jsou

(7.4.28a)

(cos ga — cos ka)2

1—-cos(qg+k)a
2
Ka

2a 1 - cos ga cos ka +

1

:
J

A=

(7.4.28b)

’

s ka
2

e

(cos ga — cos ka)?

1-cos(q—k)a
2
Ka

2a 1 - cos ga cos ka +

1

B =

(7.4.28¢)

(cos ga — cos ka)

s = sign

tné udrzet znaménko mezi A a B).

je nu

7

(komplexni faze se rozdélila stejnym dilem mezi A a B

Ziskany vysledek je v souladu s rovnici (9) ¢lanku [9].

interval (0, a) je tedy

z

1zOvana na

VInovéa funkce normal

(7.4.29)

) +4/1 = cos (g —k)a e_ik(x_”“_%)] :

(oY}
~~
S
=~
9]
o
Q
|
S
S
€N gl
w_
s
— |2
+ =
[}
S
312
S |+
S |
q(
wvn | D
g |8
1!
- L
< 2
S (.S
=
<)

¢q(x)

Zena na perio-

~

Neékolik pfikladti vinovych funkci je na obrazcich 16 a 17. VInova funkce rozlo

asu je

i a stted pa

1as

labou interakc

, Ze pro s

ét

dickou ¢ast a Blochovu vinu je na obrazku 18. Je vid

iluje (obrazek 16,

-

1 VIiCe OSC

vz

pravdépodobnost nalezeni ¢astice prakticky konstantni (obrazek 16, 1. sloupec, 3.-5. fadek). Nao-

pak na krajich pasu nebo pro silngjsi interakci hustota pravdépodobnost

2. sloupec, a obrazek 17).
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asy,

z

v~

é hodnoty parametru K a mfizkovou konstantu a = 1. P

z

¢ zaporn

: Funkce r (¢erné ¢ara) pro dv

Obréazek 19

z

anim.

Srafov

v

jsou vyznaceny

v

v nichZ lze vyfesit rovnici (7.4.15) (pro E < 0) a (7.4.31) (pro E > 0)

vz

5. V souladu s pfipadem izolovanych § jam (viz pfiklady 7.1 a 7.2) se oznaci

(7.4.30)

2ME

k2

N~z

ik, ¢ehoZ lze vyuzit v rovnici (7.4.15) a dojit k podmince

Formélné tedy plati k

(7.4.31)

sinh ka |.

K
2k

cos ga = cosh ka +

z

-

, prvni povoleny pas se

4
a

z

.Pokud K < —

z

4 energie v nejniz$im pdsu
0 je zakazany pas.

E =

ii

z

0) lezi nulov
ii £ < 0anaenerg

_4
a 9
azina enegii

P

Pro K € (
nacha

V analogii s obrazky 14—15 je na obrdzcich 20—21 zobrazen pribéh veli¢iny r, disperzni relace

é hodnoty

2

€ Zaporn

~

a rychlost pro dv

2

N

inové zéné a grupov

E(q) v konvenci (7.4.20) a v 1. Brillou

sily interakce K.
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7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI 7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)
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Obréazek 21: Grupova rychlost (7.4.4) v zavislosti na energii (1. fadek) a na kvazihybnosti (2. fddek). Ve 2.
fadku jsou hranice pasti ¢ = 7n zndzornény svislymi zelenymi ¢erchovanymi ¢arami. Cervena ¢drkovana ¢ara
odpovidé rychosti pro volnou ¢astici E = hq/M.
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