8 MONTE-CARLO METODA

8 Monte-Carlo metoda

Pod Monte-Carlo metodou se rozumi, ze namisto systematického (a obvykle zdlouhavého) pro-
chéazeni néjakého parametrického prostoru vyuzivame nahodné generované body a hledané vlastnosti
nageho systému uréime statisticky.>* V tomto cvi¢eni ziroé¢ime veskeré dosavadni zkusenosti s na-
hodnymi ¢isly a budeme ze zabyvat zejména integraci Monte-Carlo.

Mozn4 jste se jiz setkali se problémem tzv. Buffonovy jehly: ppomoci ndhodného hazeni jehly
(¢i jakékoliv tycky) na sit rovnobéznych ¢ar nakreslenou na zemi lze uréit ¢islo m,
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kde h je vzdalenost car, | < h délka jehly, Neekem celkovy pocet hodi a N,sqn pocet hoda, pri
kterych jehla po dopadu kiizi néjakou z car. Buffonova jehla je ndzorné experimentalni pouziti
metody Monte-Carlo, konkrétné varianty nazyvané hit-and-miss. Té jsme se jiz dotkli v sekci 7.3 a
nyni si rozebereme podrobnéji.

Ukol 8.1: Metodou Monte-Carlo vyreste tzv. narozeninovy problém: Uvasujte skupinu n lidi. Jakd
je pravdépodobnost, Ze dva lidi ve skupiné budou mit narozeniny ve stejny den? Uloha se samozrejmé
dd vyresit exaktne, ale zkuste si ulohu vyresit metodou Monte-Carlo: Pokud nagenerujete nahodné
Neelpem-krdt narozeniny n lidi a oznacite N,4sqp pripady, kdy alespon dvoje narozeniny padnou na
stejny den, bude podle zakona velkiyjch cisel hledand pravdépodobnost rovna
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(rovnost by nastala pro Neegem — 00). Naprogramugjte tuto ulohu a urcete,
1. jakd je pravdépodobnost pro skupinu 30 lidi a

2. jak velkou skupinu potrebujete, aby byla pravdépodobnost alespori 30%.

8.1 Hit-And-Miss

Tato metoda spociva v jednoduché aplikaci zakona velkych cisel. Jeji esence je nacrtnuta na
obrazku 10. Uvazujme nejprve, ze chceme zmérit plochu s ¢erného obrazce slozitého tvaru znazor-
néného na panelu (a). Obrazec vepiSeme do jiného jednoduchého obrazce, jehoz plochu S zname
(nejcastéji obdélnik, piipadné kruh). Poté do tohoto obrazce S ndhodné ,hazime* body (kiizky) a
pocitame, kolikrat se trefime do ¢erného obrazce (¢ervené kiizky). Nezndm4 hledand plocha s je pak

pfi jiz pouzitém znaceni

o no §DNadsal (80)
celkem
Analogicky postupujeme pfi integrovani, coz je ukédzano na panelu (b). Integral v mezich (a,b)
je plocha pod kiivkou funkce f(x) (na obrazku cerné vysrafovand plocha ohranicend zespodu osou
x, shora funkci f(z) a ze stran modrymi ¢arami z = a a * = b). Uvedenou oblast vepiseme do
obdélniku o hrandch [ = b — a a h s plochou S = (b — a)h a stejnou metodou jako u panelu (a) a
pomoci stejného vzorce jako je (80) vypocitdme hodnotu integréalu:
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34Monte Carlo je oblast Monaka, ve kterém se nachézely a doposud nachézeji slavna kasina. Odtud nazev.
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Obrazek 10: Metoda hit-and-miss (a) pro vypocet plochy slozitého obrazce a (b) pro vypocet integrdlu
jednorozmeérné funkce. Podrobnosti k obrazku jsou uvedeny v textu.

8.1.1 Chyba

Pocet zasaht je vlastné pocet nezavislych ,hodt“, kterymi se trefime do oblasti, jejiz plochu §
hleddame. Pokud budeme opakovat metodu hit-and-miss s fixnim Neelkem, bude mit ndhodnéa veli¢ina
N,ssan Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou (68) a rozptylem (69)
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Budeme-li mit jen jednu realizaci s dostatkem zasaht, muzeme stfedni hodnotu odhadnout pomoci
této realizace, E [N asan] & Nzssah @ absolutni chybu odhadneme smérodatnou odchylkou

A]\fzéusah =4/ O-ZQVzésah Y. Nyssah- (83)
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Tento vzorec plati i pro relativni chybu ve vypoctu plochy (80) ¢i integralu (81).
JelikoZ Nyzsan X Neelkem, Zz Uvedenych tvah vyplyva, ze

o relativni chyba klesd jako prevracena hodnota odmocniny celkového poctu pokusi Neelem @

e chceme-li zpresnit vysledek ziskany touto metodou desetkrat, musime zestonasobit pocet po-
kus.

V praxi za pouziti béznych vypocetnich prostiedki lze dosdhnout nanejvys Neekem = 1010, coz d4
vysledek s relativni chybou minimalné 6 ~ 107°, tj. pét desetinnych mist.

8.1.2 Pouziti

Integrace pomoci metody hit-and-miss se nepouziva, jelikoz je prilis neefektivni. K jejimu tspés-
nému pouziti totiz musime znat maximum funkce na zadaném intervalu, abychom efektivné urcili
vysku obdélniku h, a obecné je Nyasah/Neelkem velmi malé ¢islo (funkce maji dlouhy chvost nebo jsou
prilis vysoké), vétsina ,hodu“ jde tedy mimo a i pii jejich velkém mnozZstvi ziskdme mélo zdsahu, a
tudiz velkou chybu podle vztahu (84).

Na druhou stranu se tato metoda hodi k vypoc¢tu povrchii, objemi ¢i hyperobjemi v pripadé
vicerozmérnych objekti.
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8 MONTE-CARLO METODA 8.2 Monte-Carlo integrace

Ukol 8.2: Vytvorte program na vypocet objemu d-rozmerné jednotkové koule metodou Monte-Car-
=4 . . . . . Ny v
10.3% Pro jakou dimenzi bude tento objem nejuétsi ¢islo?

8.2 Monte-Carlo integrace

Obréazek 11: Monte-Carlo integrace. Vysvétleni je v hlavnim textu.

Pro hledani integralu je mnohem efektivnéjsi metoda, jiz lze vysvétlit pomoci obréazku 11. Uva-
zujme neprve, ze zname par hodnot (z;, f(z;)), nic vic, nic min. Na zakladé téchto hodnot mtzeme
ucinit pouze velmi hruby odhad integralu, a to jako plochu Cervené vysrafovaného obdélniku jako
na panelu (a),

/ab flx)dz ~ (b—a)f(z;). (85)

Pokud budeme mit part hodnot (x;, f(x;)) vice, jak je zndzornéno na panelu (b), vezmeme za odhad
hodnoty integralu pramér ploch takovychto obdélniki,

b 1 N N
Lf@MWN;@ﬂW%F=N§y@) (36)

V praveé uvedeném postupu tkvi je podstata integrace Monte-Carlo. Obecné plati, ze pokud hodnoty
xj vybirame z rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti p(z), je integral odhadnuty vyrazem

t vde ~ L Y flay)
[ Snem 3 0

pricemz nejvhodnéjsi je volit takové pravdépodobnostni rozdéleni, jehoz hustota pravdépodobnosti
co nejlépe kopiruje integrovanou funkei.?® V praxi, jelikoz na funkci nejcastéji pohlizime jako na

Ve,

s hustotou pravdépodobnosti (61), kterd po dosazeni dé predchozi vzorec (86).

35Pod 1-rozmérnou jednotkovou kouli rozumime tsecku délky 2, pod 2-rozmérnou jednotkovou kouli jednotkovy
kruh. Povrch jednotkového kruhu je S = m, vysledek lze tedy pouzit i k urceni ¢isla m, aniz byste museli hazet
Buffonovou jehlou.

36Tento postup se nazyvé importance sampling.
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8.2 Monte-Carlo integrace 8 MONTE-CARLO METODA

Chybu metody integrace 1ze odhadnout pomoci smérodatné odchylky

A=o=\f-f, (88)
_ 1 X
f2 = N2f2(33])7
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—9 1 Y ’
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j=1
Ukol 8.3: Metodou Monte-Carlo spocitejte integrdly
2w
I = / e “sinxdz, (89)
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Proni integral md analytické vyjadrend, které si muzete odvodit a porovnat s hodnotou ziskanou
Monte-Carlo integract; druhy integrdl lze spocitat pouze numericky. Metodu mizete otestovat i na
jinych zndmgjch integrdalech.

Sila metody Monte-Carlo se naplno projevi pfi vypoctu vicerozmérnych integrala. Jak bylo
ukézano, chyba metody zavisi jen na celkovému poc¢tu pokusi N = Neejem- Zatimco u jinych metod
pii pozadovani urcité dané presnosti vysledku drasticky nariista casova slozitost integrace s rostouci
dimenzi integrované funkce, u Monte-Carla Casova slozitost na dimenzi zavisi jen nepatrné. Ve vice

nejlépe ukaze na prikladu.

Ukol 8.4: Spocitejte ctyirozmérny integrdl

Igz/sin\/ln(x+y+z+w+2)dxdydzdw, (91)
Q

kde integracni oblast je hyperkoule

1\? 1\? 1\? 1\ 1
@:(o-g) +(vmg) +(em3) (o) =3 )
Pri vypoctu postupujte tak, Ze nejprve danou hyperkouli vepisete do hyperkvadru (¢i hyperkrychle)
znamych rozmérid, a tudiz zndmého objemu V. Poté pro nahodné zvoleny bod v hyperkvddru urcite,
zda se trefi do hyperkoule Q0 ¢i nikoliv. Pokud ano, spocitate funkcni hodnotu integrandu v tomto
bodé. Jednd se tedy o kombinaci integrace (86) a metody hit-and-miss. Budete-li si uchovdvat pocet

hodt N ceppem @ pocet zasahit N ,4sqn, ziskdte jako vedlejsi produkt objem integracni hyperoblasti pomoci
vzorce (80).
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