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Abstrakt: Na začátku práce jsou vysvětleny základní pojmy geometrického kolektivního
modelu. Je odvozen lagrangián a klasické pohybové rovnice pro kvadrupólové defor-
mace (s omezením na členy rozvoje do čtvrtého řádu v souřadnicích a do druhého
řádu v rychlostech) a jsou diskutovány fázové přechody mezi jednotlivými jader-
nými tvarovými typy. S využitím škálovacích vlastností lagrangiánu je počet jeho
základních volných parametrů zredukován ze čtyř na jeden. Je definován moment
hybnosti J a ukázáno, že pro nulový moment hybnosti se konfigurační prostor stává
dvourozměrný. V tomto J = 0 případě jsou pohybové rovnice řešeny numericky a
je studována závislost regularity a chaosu na energii a volném parametru. Pomocí
vhodně zvoleného Poincarého řezu fázového prostoru je zkoumáno relativní zastou-
pení stabilních trajektorí a ukázána nemonotónní závislost takto definované míry
regularity na volném parametru při přechodu od tzv. gamma-soft ke gamma-rigid
modům pohybu. Netriviální chování vykazuje i závislost míry regularity na energii.
Stejným způsobem je analyzována také oblast kritické dynamické symetrie, která
odpovídá fázovému přechodu od deformovaných k nedeformovaným tvarům jádra.
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Abstract: At the beginning, concepts of the geometric collective model are introduced.
The Lagrangian and classical equations of motion for quadrupole deformations are
derived (with only three lowest expansion terms in coordinates and one in velocities
taken into account) and phase transitions between various shape types of nuclei
are discussed. With the aid of scaling properties of the Lagrangian the number of
its essential free parameters is reduced from four to one. The angular momentum
J is defined and it is shown that for zero angular momentum the configuration
space becomes two-dimensional. With J = 0, the equations of motion are solved
numerically to study the dependence of regularity and chaoticity on energy and the
free parameter. Using a conveniently chosen Poincaré surface of sections in the
phase space, a relative fraction of stable trajectories is analyzed and a nonmono-
tonous dependence of this measure of regularity is observed in the transition from
so-called gamma-soft to gamma-rigid modes of motions. Nontrivial behavior is
shown also for the dependence of the regular measure on energy. The same kind of
analysis is applied also to the region of the critical dynamical symmetry associated
with the spherical–deformed shape phase transition.
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Předmluva

Cílem této práce je studovat dynamiku v jaderných kolektivních modelech, zejména její
chování v oblasti fázových přechodů. To jsou body, ve kterých dochází při spojité změně
vnějších parametrů k nespojitostem v parametru uspořádání (nebo v jeho derivacích).
Jako základnu pro naše úvahy jsme si zvolili geometrický kolektivní model, ve kterém
změny parametru uspořádání v oblastech fázových přechodů odpovídají kvalitativním
změnám tvaru jaderných deformací.

Východiskem pro tento text jsou myšlenky článku [8]. V něm jsou fázové přechody
studovány hlavně v ryze kvantovém modelu IBM (interaction boson model, model inter-
agujících bosonů), který je však ve své klasické limitě blízce příbuzný modelu geometric-
kému. Další inspirací byly články [18], ve kterých je ukázáno, jak fázové přechody souvisí
s tzv. kritickými dynamickými symetriemi, což jsou přibližné symetrie, které vykazují
řešení (vlnové funkce) kvantového geometrického modelu.

Zde se budeme zabývat klasickou verzí geometrického modelu, přičemž se omezíme
na případ, ve kterém jádro koná pouze kolektivní kvadrupólové kmity a nerotuje, tj. jeho
moment hybnosti je nulový. V tom případě lze jeho deformace popsat dvěma souřad-
nicemi. Náš lagrangián bude obsahovat čtyři volné vnější parametry, my však přešká-
lováním fyzikálních jednotek ukážeme, že až na speciální případy závisí kvalitativní
vlastnosti systému jen na jednom parametru.

Výhodou klasické dynamiky je její velká názornost. Výsledky lze snadno vizuali-
zovat, jednotlivé trajektorie zakreslit a studovat jejich vlastnosti. Můžeme též využít
zobrazení fázového prostoru (v našem případě čtyřrozměrného) a jeho rovninných, tzv.
Poincarého řezů. Řešení rovnic kolektivního modelu vykazují chaotické chování, ovšem
fázový prostor není zaplněn jen chaotickými (nestabilními) trajektoriemi, objevují se v
něm i oblasti stabilních trajektorií. Objem těchto regulárních oblastí vztažený k objemu
energetické nadplochy fázového prostoru, na níž leží všechny trajektorie, bude pro nás
hlavní veličinou, kterou budeme zkoumat.

Chaotické vlastnosti byly prozatím studovány pouze v rámci modelu interagujících
bosonů a jeho klasické limity, uveďme zejména články [15]. Znovuoživení zájmu o ko-
lektivní dynamiku v poslední době, jež souvisí s novými publikacemi týkajícími se výše
zmiňovaných kritických dynamických symetrií, fázových přechodů a fázové koexistence,
bylo impulzem k vytvoření této práce. Ukazuje se zde, že klasický geometrický model
vykazuje velmi rozmanité druhy chování. Důkladně diskutujeme, jak se mění velikost
regulárních oblastí Poincarého řezů v závislosti na volném parametru a na energii pro
všechny jejich možné hodnoty, přičemž největší důraz klademe na oblast okolo nulové
energie, kde se objevují výrazná maxima i minima regularity. Zkoumáme také spojitý
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přechod od integrabilního γ-soft k neintegrabilnímu γ-rigid potenciálu a oblast fázového
přechodu od deformovaných k nedeformovaným jaderným tvarům.

Pokračování této práce by mohlo spočívat v tom, že budou podobné výpočty prove-
deny pro nenulový moment hybnosti a bude diskutován vliv rotací. Následně je možné
hledat hlubší souvislost jak mezi klasickým a kvantovým geometrickým modelem, tak
mezi geometrickým modelem a modelem interagujících bosonů. Lze se též zaměřit hlou-
běji na studium chaotických vlastností. Klasický geometrický model je k tomu dobrou
půdou, neboť je dostatečně jednoduchý, a přitom vykazuje velmi komplexní chování.

Práce byla sepsána tak, aby mohla sloužit i jako učební text ke klasickému geometric-
kému kolektivnímu modelu. Byla snaha o co maximální systematičnost a srozumitelnost.
Klíčové pasáže jsou probírány podrobně, zejména kapitola 2 o klasické kolektivní dy-
namice, neboť tohoto tématu se zatím publikovaná literatura pouze letmo dotýkala.
Ostatní části jsou stručnější, vždy však s dostatkem referencí. Pasáže, které by narušo-
valy hlavní tok úvah, byly umístěny do dodatků. To se týká zejména části o momentu
hybnosti. Kapitola s výsledky rozvíjí článek [19], který byl zaslán do redakce Physical
Review Letters a který je přiložen v posledním dodatku.
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Kapitola 1

Geometrický popis atomových jader

V této kapitole jsou popsány základní myšlenky vedoucí k definici kolektivních jader-
ných modelů, zejména pak geometrického kolektivního modelu1. Narozdíl od modelů
mikroskopických pracujeme v modelech kolektivních s kolektivními souřadnicemi, které
přímo nesouvisejí s jednotlivými nukleony, ale s vlastnostmi jádra jako celku (kolek-
tivní souřadnicí může být například poloměr jádra nebo parametry určující deformaci
jaderného povrchu).

1.1 Kapkový model

Nukleony v jádře jsou k sobě navzájem vázány velmi silnými jadernými silami, které
působí na krátkých vzdálenostech. To znamená, že každá částice uvnitř jádra silně in-
teraguje pouze se svými nejbližšími sousedy. Předpokládejme navíc, že jaderná hmota
je nestlačitelná. Tím získá vlastnosti podobné vlastnostem kapaliny, kde se silami ovliv-
ňují pouze nejbližší molekuly, a přitom střední vzdálenost mezi nimi zůstává téměř
konstantní. Na základě této analogie se formuluje semiempirický kapkový model jádra
a v něm například vztah pro vazebnou energii jádra o atomovém čísle A, protonovém
čísle Z a neutronovém čísle N

B(A) = cV A − cSA
2

3 − cC
Z2

3
√

A
− csym

(N − Z)2

A
, (1.1)

známý jako Bethe-Weizsäckerova formule. Zde se první člen interpretuje jako objemový
s konstantou cV ≈ 15.6 MeV, druhý jako povrchový (cS ≈ 17.2 MeV), třetí jako Cou-
lombický (cC ≈ 0.697 MeV) a čtvrtý jako symetrizační (csym ≈ 23.3 MeV).
Ačkoliv tento model vychází z velmi naivních předpokladů, dává správné kvalitativní

výsledky pro vazebné energie a předpovídá např. existenci údolí β-stability.

1Zde budou uvedeny pouze vlastnosti, které budeme potřebovat v dalších částech práce. Podrobnější
popis tohoto modelu poskytne například kniha [1].
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2 KAPITOLA 1. GEOMETRICKÝ POPIS ATOMOVÝCH JADER

1.2 Deformace jaderného povrchu

Ukazuje se, že energetické spektrum sudo-sudých jader v oblastech energií do 2 MeV má
strukturu, kterou lze interpretovat jako důsledek rotací a vibrací jaderného povrchu. Na
základě kapkového modelu, zavedeného v předchozí sekci, a při vhodné volbě kolektiv-
ních souřadnic vybudujme geometrický kolektivní model, který rotace i vibrace popíše.
V něm pak budeme moci sledovat vlastnosti jader, charakter jejich deformací, symetrie
i chování, na které lze nahlížet jako na fázové přechody. Po nakvantování lze určit i
jejich energetické spektrum. Než však přistoupíme k těmto úvahám týkajícím se dyna-
miky, věnujme se chvíli kinematice a pokusme se nalézt vhodné časově závislé kolektivní
proměnné (souřadnice).

1.2.1 Popis jaderného povrchu

Předpokládejme, že jádro nemá žádnou vnitřní strukturu. Je vyplněno homogenní „ja-
dernouÿ kapalinou. Nechť je dále energie excitací jádra malá. V této aproximaci můžeme
(podobně jako u kapkového modelu) považovat hustotu jádra v celém jeho objemu za
konstantní. Podobně lze zanedbat tloušťku povrchové vrstvy a vlivy proudění jaderné
kapaliny. Jádro si tedy budeme představovat jako ostře ohraničenou kapku konstantní
hustoty.

K popisu tvaru a deformací kapky použijeme rozvoje do kulových funkcí

R(θ, φ, t) = R0

(

1 +
∞

∑

λ=0

λ
∑

µ=−λ

α∗
λµ(t)Yλµ(θ, φ)

)

, (1.2)

kde R(θ, φ, t) je poloměr kapky ve směru (θ, φ) v čase t, αλµ(t) jsou časově závislé
kolektivní parametry, které určují tvar kapky, a R0 je poloměr kapky kulového tvaru
v případě, že jsou všechny parametry αλµ nulové.

1. Spojením požadavku, že poloměr jádra (1.2) musí být reálný, tj.

R(θ, φ, t) = R∗(θ, φ, t) , (1.3)

s vlastností komplexního sdružení kulových funkcí

Y ∗
λµ(θ, φ) = (−1)µ Yλ−µ(θ, φ) (1.4)

dostaneme, že parametry αλµ musí splňovat

α∗
λµ = (−1)µ αλ−µ . (1.5)

To explicitně znamená, že

- pro µ = 0 je αλ0 reálné

- pro µ sudé platí Reαλµ = Imαλ−µ a Imαλµ = Reαλ−µ

- pro µ liché platí Reαλµ = − Imαλ−µ a Imαλµ = −Reαλ−µ
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2. Poloměr jádra (1.2) se musí chovat jako skalár vzhledem k rotacím. Při rotaci
souřadné soustavy (θ, φ)→ (θ′, φ′) musí tedy platit

R′(θ′, φ′) = R(θ, φ) , (1.6)

kde R′(θ′, φ′) má stejnou funkcionální formu jako (1.2), ale obsahuje parametry
α′

λµ. Naším cílem je nyní nalézt transformační vztah mezi αλµ a α′
λµ.

Na základě (1.6) z (1.2) vyplývá

∑

λµ

α
′∗
λµY

′
λµ =

∑

λµ

α∗
λµYλµ . (1.7)

Jelikož kulové funkce Yλµ tvoří sférický tenzor řádu λ, Y ′
λµ obdržíme z Yλµ tran-

formací pomocí matice D(λ)µ′µ
2:

Y ′
λµ =

λ
∑

µ′=−λ

D(λ)µ′µ′Yλµ′ . (1.8)

Vycházejíce z (1.5) můžeme psát

∑

µ

α∗
λµYλµ =

∑

µ

(−1)µ αλ−µYλµ =

= (−1)λ
√
2λ+ 1

∑

µ

(−1)µ−λ

√
2λ+ 1

αλ−µYλµ =

= (−1)λ
√
2λ+ 1

∑

µ

∑

µ′

(λ, λ, 0| µ, µ′, 0)αλµ′Yλµ =

= (−1)λ
√
2λ+ 1 [α × Y ]00 , (1.9)

kde jsme užili vztahu pro Clebsch-Gordanův koeficient

(λ, λ′, 0| µ, µ′, 0) =
(−1)µ−λ

√
2λ+ 1

δµ−µ′δλλ′ (1.10)

a tenzorového součinu operátorů, jak je definován v dodatku B vztahy (B.20)
a (B.27).

Parametry αλµ se tedy transformují podobně jako kulové funkce Yλµ,

α′
λµ =

∑

µ′

D(λ)µ′µαλµ′ , (1.11)

a tvoří tedy sférický tenzor řádu λ. Tato vlastnost je pro další úvahy klíčová. Celá
dynamika geometrického modelu, jak bude popsána v kapitole 2, z ní vychází.

2Matice (2λ+ 1)-rozměrné ireducibilní reprezentace grupy SO(3); blíže viz dodatek B.
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Obrázek 1.1: Zobrazení multipólových deformací pro λ = 1, 2, 3. U každého obrázku bylo
voleno αλ0 = 0,3n, n = 0, 1, 2. Ostatní αλµ = 0. Kulové funkce pro µ = 0 jsou axiálně
symetrické vůči ose z, obrázky znázorňují řez rovinou xz.

1.2.2 Jednotlivé řády multipólových deformací

Pomocí rozvoje poloměru kapky do kulových funkcí (1.2) můžeme popsat zcela libovol-
nou deformaci jejího povrchu. Prakticky se však stačí omezit pouze na několik prvních
členů tohoto rozvoje. Pro ilustraci jsou na obr. 1.1 znázorněny řezy pro první tři řády
multipólových deformací.
Podívejme se blíže na význam jednotlivých členů.

1. Monopólový člen, λ = 0

Kulová funkce Y00 je konstantní:

Y00(θ, φ) =
1√
4π

(1.12)

Nenulová hodnota α00 tedy odpovídá změně poloměru kulové kapky, tj. změně
objemu a hustoty. Podle předpokladu o nestlačitelnosti jaderné kapaliny se však
musí objem zachovávat. Z tohoto požadavku plyne podmínka, která parametr α00
fixuje. Při zanedbání všech členů třetího a vyššího řádu v αλµ dostaneme

V =
∫

dΩ

R(Ω)
∫

0

r2 dr =

=
1
3
R30

∫

(

1 +
∑

λµ

α∗
λµYλµ(Ω)

)3

dΩ ≈

≈ 1
3
R30

∫

(

1 + 3
∑

λµ

α∗
λµYλµ(Ω) + 3

∑

λµ

∑

λ′µ′

α∗
λµα

∗
λ′µ′Yλµ(Ω)Yλ′µ′(Ω)

)

dΩ =

=
1
3
R30 (4π + 3

√
4π α00 + 3

∑

λµ

|αλµ|2) , (1.13)

přičemž jsme využili ortogonality kulových funkcí
∫

Y ∗
λµ(Ω)Yλ′µ′(Ω) dΩ = δλλ′ δµµ′ , (1.14)
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vztahu pro komplexní sdružení kulových funkcí (1.4) a vztahu pro komplexní sdru-
žení parametrů αλµ (1.5). Dále jsme při úpravě (1.13) rozepsali

∫

Yλµ(Ω) dΩ =
√
4π

∫

Y ∗
00(Ω)Yλµ(Ω) dΩ . (1.15)

První člen výrazu (1.13) odpovídá objemu nedeformované kapky V0 = 4
3
πR30. Má-li

objem zůstat konstantní, musí být zbytek výrazu nulový, tj.

√
4π α00 +

∑

λµ

|αλµ|2 = 0 , (1.16)

z čehož okamžitě plyne hledaný vztah pro parametr α00:

α00 = − 1√
4π

∑

λµ

|αλµ|2 . (1.17)

2. Dipólový člen, λ = 1

Dipólové deformace v nejnižším řádu nejsou deformacemi v pravém slova smyslu,
ale posunem těžiště. Přesvědčme se o tom.

Odpovídající kulové funkce mají tvar

Y10(θ, φ) =
√

3
4π
cos θ

Y1±1(θ, φ) = ∓
√

3
8π
sin θ e±iφ .

(1.18)

Pro sférické komponenty vektoru hmotného středu kapky platí

Rcm,µ =

∫

rµ ρ (r) d3r
∫

ρ (r) d3r
, (1.19)

přičemž jmenovatel výrazu je roven hmotnosti kapky a rµ ≡
√

4π
3

r Y1µ jsou sférické

komponenty vektoru vycházejícího ze středu kapky a směřujícího do směru (θ, φ).
Při následujících úpravách budeme postupovat stejnou cestou jako při výpočtu
objemu (1.13) – při integrování využijeme ortogonality kulových funkcí (1.14), za-
nedbáme členy vyššího než prvního řádu a přidržíme se předpokladu, že hustota
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kapky je konstantní v celém objemu. Tím dostaneme

Rcm,µ =
1
V

√

4π
3

∫

dΩ

R(Ω)
∫

0

r3 Y1µ(Ω) dr =

=
1
V

√

4π
3

∫

R40
4

(

1 +
∑

λµ

αλµY
∗
λµ(Ω)

)4

Y1µ(Ω) dΩ ≈

≈ R40
4V

√

4π
3

∫

(

1 + 4
∑

λµ

αλµY
∗
λµ(Ω)

)

Y1µ(Ω) dΩ =

=
R40
V

√

4π
3

α1µ =

=

√

3
4π

R0α1µ (1.20)

(při poslední úpravě bylo užito vztahu pro objem V = 4
3
πR30).

Shrneme-li výpočty, které jsme provedli pro monopólový a dipólový člen, vidíme,
že do prvního řádu v αλµ není nutné tyto stupně volnosti uvažovat – monopólový
parametr je jednoznačně určen vztahem (1.17), plynoucím ze zachovávajícího se
objemu, a dipólové parametry lze odtransformovat přechodem do soustavy hmot-
ného středu. Fyzikálně zajímavý a pro naše další úvahy nejdůležitější bude až

3. Kvadrupólový člen, λ = 2

Jeho diskuzí se budeme podrobně zabývat níže v části 1.3, zde uvedeme pro úplnost
jen explicitní vztahy pro kulové funkce:

Y20(θ, φ) = −
√

5
16π
(1− cos2 θ)

Y2±1(θ, φ) = ∓
√

15
8π
sin θ cos θ e±iφ

Y2±2(θ, φ) =
√

15
32π
sin2 θ e±2iφ

(1.21)

4. Oktupólový člen, λ = 3

Kulové funkce mají v tomto případě tvar:

Y30(θ, φ) =
√

7
16π
cos θ (5 cos2 θ − 3)

Y3±1(θ, φ) = ∓
√

21
64π
sin θ (5 cos2 θ − 1) , e±iφ

Y3±2(θ, φ) =
√

105
32π
cos θ sin2 θ e±2iφ

Y3±3(θ, φ) = ∓
√

35
64π
sin3 θ e±3iφ

(1.22)

Oktupólové deformace je nutné uvažovat při popisu jader, jejichž energetické spek-
trum má negativní paritu. V našich úvahách nebudou hrát roli.
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Při výpočtu spekter těžkých jader se někdy ještě uvažují hexadekupólové deformace
(λ = 4) jako korekce k deformacím kvadrupólovým, ale nezdá se, že by existovaly
čistě samy o sobě. Jednoduchou úvahou lze ukázat, že pro známá jádra nemá smysl
brát v rozvoji (1.2) členy vyššího řádu než λ = 4. Uvažujme jádro s počtem nukleonů
A. Za předpokladu, že má kulový tvar, je na jeho povrchu A2/3 nukleonů. V případě
multipólových deformací řádu λ existuje na povrchu λ2 „uzlůÿ, tj. míst, ve kterých
nedochází k deformaci, a mezi nimi λ2 „kmitenÿ. To znamená, že pro λ = 5 by na
povrchu muselo být alespoň 2 ∗ 52 = 50 nukleonů, a tedy by muselo být A

.= 350. Jádra
s takovýmto obrovským počtem nukleonů se v přírodě nevyskytují.

1.3 Kvadrupólové deformace

Počínaje touto částí budeme uvažovat pouze kvadrupólové deformace, které jsou po-
psány parametry α2µ. Jak bylo řečeno, tyto deformace hrají nejdůležitější roli při mo-
delování kmitů atomového jádra. Vynechme i korekci na objem (1.17)3. Povrch kapky
bude tedy popsán funkcí

R(θ, φ) = R0

(

1 +
2

∑

µ=−2
α∗
2µY2µ(θ, φ)

)

. (1.24)

Relevantní kulové funkce jsou uvedeny vzorci (1.21). Přepsány do kartézských sou-
řadnic

x = sin θ cosφ
y = sin θ sinφ
z = cos θ

(1.25)

získají tvar

Y20(x, y, z) =
√

5
16π
(2z2 − x2 − y2)

Y2±1(x, y, z) = ∓
√

15
8π
(x+ iy) z

Y2±2(x, y, z) =
√

15
32π
(x+ iy)2 .

(1.26)

Dosaďme je nyní do vztahu pro poloměr (1.24). Jednotlivé členy lze přeuspořádat a
psát

R(x, y, z) = R0
(

1 + αxxx
2 + αyyy

2 + αzzz
2 + 2αxyxy + 2αxzxz + 2αyzyz

)

, (1.27)

3Omezíme-li se pouze na členy prvního řádu v α2µ, můžeme tuto korekci zanedbat, čímž se
vztahy zjednoduší. Lze se k ní ovšem kdykoliv vrátit. V rozvoji poloměru (1.24) pouze přibude člen
− 1

4π

∑ |αλµ|2, takže například pro uvažované kvadrupólové deformace bude mít tvar

R(θ, φ) = R0

(

1− 1

4π

2
∑

µ=−2

|α2µ|2 +
2

∑

µ=−2

α∗

2µY2µ(θ, φ)

)

. (1.23)
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kde
α20 =

√

4π
45
(2αzz − αxx − αyy)

α2±1 = ∓
√

8π
15
(αxz ± iαyz)

α2±2 =
√

2π
15
(αxx − αyy ± 2iαxy) .

(1.28)

Zatímco parametry α2µ jsou obecně komplexními funkcemi, kartézské parametry αxx,
αyy, αzz, αxy, αxz a αyz jsou reálné. To vyplývá přímočaře z toho, že poloměr (1.27)
musí být reálný a je to patrné i z inverze vztahů (1.28):

αxx =
√

5
16π

(√
6 Reα22 − 2α20

)

αyy = −
√

5
16π

(√
6 Reα22 + 2α20

)

αzz =
√

5
4π

α20

αxy =
√

15
8π
Imα22

αxz = −
√

15
8π
Reα21

αyz = −
√

15
8π
Imα21

(1.29)

Rozvoj poloměru (1.24) obsahuje pět komplexních parametrů α20, α2±1, α2±2. Podle
vztahu (1.5) jsou však tyto parametry vzájemně závislé; parametr α20 je reálný a ze
zbylých parametrů jsou nezávislé pouze dva, např. α21, α22. To znamená že k úplnému
popisu kvadrupólových deformací kapky stačí pět nezávislých reálných parametrů.
Na první pohled by se teď mohlo zdát, že toto tvrzení je v rozporu s výsledky (1.29).

Snadno však lze ukázat, že z šestice parametrů αxx, αyy, αzz, αxy, αxz, αyz je nezávislých
opravdu jen pět: sečteme-li první tři vztahy z (1.29), dostaneme

αxx + αyy + αzz = 0 , (1.30)

což je ona omezující podmínka.

1.3.1 Diagonalizace kolektivních parametrů

Šest parametrů, daných vztahy (1.29), lze přehledně zapsat do matice

α =





αxx αxy αxz

αxy αyy αyz

αxz αyz αzz



 . (1.31)

Tato matice je symetrická. Lze ji diagonalizovat a diagonalizované parametry zů-
stanou reálné. Diagonalizace ve skutečnosti odpovídá volbě jedné speciální orientace
souřadné soustavy. Nazvěme ji vlastní souřadná soustava. V ní bude mít matice (1.31)
tvar4

α′ =





α′
xx 0 0
0 α′

yy 0
0 0 α′

zz



 . (1.32)

4Veličiny, které se budou týkat vlastní souřadné soustavy, označujme čárkou.
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x'

x'

z'

y'

y'

z'

a  =0,60 a  =0,62
(a) (b)

Obrázek 1.2: Kvadrupólové deformace kapky ve vlastní souřadné soustavě x′y′z′.

Pro rozvoj poloměru (1.27) lze psát

R(x, y, z) = R0
(

1 + α′
xxx

2 + α′
yyy
2 + α′

zzz
2
)

. (1.33)

Jelikož stále zůstává v platnosti vztah pro součet parametrů α′
xx, α

′
yy, α

′
zz (1.30),

zbývají nakonec pouze dva reálné fundamentální parametry kvadrupólového rozvoje.
Označme je

a0 ≡
√

4π
45

(

2α′
zz − α′

xx − α′
yy

)

= −
√

4π
5

(

α′
xx + α′

yy

)

a2 ≡
√

2π
15

(

α′
xx − α′

yy

)

.
(1.34)

Deformace kapky ve vlastní vztažné soustavě při nenulových parametrech a0, resp. a2
jsou znázorněny na obrázku 1.2. Deformace důsledkem nenulového a0 způsobuje prota-
žení ve směru osy z′ a zároveň zúžení v rovině x′y′. Tvar kapky zůstává osově symetrický
vzhledem k ose z. a2 natahuje kapku ve směru x′ a zplošťuje ji ve směru y′.
Přechodem k vlastní souřadné soustavě jsme oddělili dva zcela nezávislé pohyby

kapky: vibrace a rotaci. Deformace jsou popsány dvěma parametry a0(t), a2(t), natočení
vlastní souřadné soustavy x′y′z′ vůči pevné soustavě xyz lze určit jednoznačně například
pomocí tří Eulerových úhlů ϑ1(t), ϑ2(t), ϑ3(t).
Poznamenejme, že oddělení rotace a vibrací je speciální vlastností kvadrupólových

deformací. Pro jiné typy deformací není možné. Například oktupólové deformace budou
obecně popsány devíti reálnými parametry. Matice analogická matici (1.31) bude roz-
měru 4×4. Diagonalizace ponechá čtyři parametry, přičemž podobně jako u kvadrupólo-
vých deformací (viz 1.30) lze ukázat, že jen tři z nich jsou nezávislé (stopa matice musí
být nulová). Pět zbylých parametrů bylo odtransformováno. Speciálním natočením v
prostoru však lze vysvětlit pouze tři z nich. Fixovaných stupňů volnosti je příliš mnoho.
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1.3.2 Bohrovy proměnné – kinematika

K popisu kvadrupólových vibrací se užívá kromě parametrizace pomocí a0, a2 ještě další,
Bohrovy parametrizace5 β, γ. Představíme-li si parametry a0, a2 jako kartézské souřad-
nice v rovině, pak β, γ budou obdobou souřadnic polárních:

a0 = β cos γ , a2 =
1√
2

β sin γ . (1.35)

Proč jsme zvolili u a2 koeficient 1√
2
? Pokud tak učiníme, nebude suma

∑

µ

∣

∣α′
2µ

∣

∣

2

závislá na proměnné γ
∑

µ

∣

∣α′
2µ

∣

∣

2
= a20 + 2a

2
2 = β2 . (1.36)

Jelikož
∑ |α2µ|2 je invariantní vůči natočení, což lze snadno ukázat6

∑

µ

|α2µ|2 =
∑

µ

(−1)µα2µα2−µ =

=
√
5

∑

µµ′

(2, 2, 0| µ, µ′, 0)αµαµ′ =
√
5 [α2 × α2]

0
0 , (1.37)

platí toto tvrzení v každé souřadné soustavě:
∑

µ

|α2µ|2 =
∑

µ

∣

∣α′
2µ

∣

∣

2
= β2 . (1.38)

Dosaďme Bohrovy proměnné do vztahů (1.34). Dostaneme

β cos γ = −
√

4π
5

(

α′
xx + α′

yy

)

1√
2

β sin γ =
√

2π
15

(

α′
xx − α′

yy

)

,
(1.39)

z čehož lze vyjádřit αxx a αyy

α′
xx =

√

5
4π

β
(√
3
2
sin γ − 1

2
cos γ

)

=
√

5
4π

β cos
(

γ − 2π
3

)

α′
yy = −

√

5
4π

β
(√
3
2
sin γ + 1

2
cos γ

)

=
√

5
4π

β cos
(

γ − 4π
3

)

(1.40)

a užitím vztahu (1.30) získáme vztah i pro α′
zz

α′
zz =

√

5
4π

β cos γ . (1.41)

5V literatuře se někdy nazývá také Hill-Wheelerova parametrizace.
6Při úpravách užijeme speciálního případu vztahu (1.10), ve kterém zvolíme λ = λ′ = 2:

(2, 2, 0| µ, µ′, 0) =
(−1)µ√
5

δµ−µ′ .
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Jako jsme diskutovali deformace tvaru na základě parametrů a0, a2 a znázornili je
na obrázku 1.2, provedeme nyní totéž v Bohrových proměnných. Parametr β udává am-
plitudu deformací7, γ určuje směr, ve kterém je kapka deformována. Na základě vztahů
(1.40) a (1.41) vidíme, že tvary deformací se podél jednotlivých os vlastní souřadné sou-
stavy x′, y′, z′ periodicky opakují v závislosti na úhlu γ a jsou pro všechny osy stejné,
pouze posunuté o fázi 2π

3
. Diskutujme vlastnosti deformací na intervalu 0 ≤ γ ≤ 2π

3
. Na

něm nabývá kapka třikrát osově symetrického tvaru:

• pro γ = 0 je α′
xx = α′

yy = −1
2

√

5
4π

β a kapka je symetrická vzhledem k ose z′, vůči

níž je jakoby protáhlá; tento protáhlý osově symetrický tvar se nazývá prolate (viz
obr. 1.3 (a))

• pro γ = π
3
je α′

xx = α′
zz =

1
2

√

5
4π

β a kapka je symetrická vzhledem k ose y′, vůči

níž je sploštělá; sploštělý osově symetrický tvar se nazývá oblate (viz obr. 1.3 (c))

• pro γ = 2π
3
je α′

yy = α′
zz = −1

2

√

5
4π

β a kapka má úplně stejný tvar jako v případě

γ = 0, místo k ose z′ je však osově symetrická vůči ose x′.

x’ x’ x’

y’ y’ y’

z’z’ z’

(a) γ = 0 γ = π/6 γ = π/3(b) (c)

prolate x’=y’ oblate x’=z’

Obrázek 1.3: Kvadrupólové deformace kapky v Bohrově parametrizaci; pro všechny tři ob-
rázky je β = 1.

Pro ostatní možné úhly γ vypadají tvary zcela stejně, liší se pouze v tom, že protáhnutí
či sploštění nastává vůči jiné souřadné ose, tj. kapka je jen jakoby jinak ve vlastní sou-
řadné soustavě natočena. Vzpomeneme-li si nyní na závěr části 1.3.1, kde jsme ukázali,

7Vrátíme-li se k rozvoji (1.23) s korekcí pro zachovávající se objem, vidíme, že parametr β souvisí
také se zachováním objemu:

R(θ, φ) = R0

{

1− β2

4π
+

√

5

4π
β

[

cos

(

γ − 2π
3

)

x2 + cos

(

γ − 4π
3

)

y2 + cos γ z2
]

}

. (1.42)
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že k úplnému popisu natočení kapky stačí Eulerovy úhly, vidíme, že jeden konkrétní
tvar a orientace kapky v prostoru lze zadat více možnými kombinacemi Eulerových úhlů
a Bohrových proměnných. Těchto kombinací je 24. Představme si, že máme libovolně
deformovanou kapku v prostoru a volíme k ní vlastní souřadnou soustavu. Nejprve mů-
žeme zadat např. osu z′. K dispozici máme šest způsobů volby – tři možné směry a
pro každý směr dvě orientace. Poté upevníme osu y′ – dva možné směry se dvěma ori-
entacemi. Zbývající osa x′ je nyní již jednoznačně určena požadavkem, aby výsledný
souřadný systém byl pravotočivý. Celkem jsme dostali opravdu 6 ∗ 4 = 24 možností.
Chceme-li se zbavit této nejednoznačnosti, stačí omezit přípustné hodnoty parametrů

β, γ. Jedna z možných voleb je například tato:

−∞ < β < ∞ 0 ≤ γ <
π

3
. (1.43)

Těmito β, γ již popíšeme všechny možné tvary kapky.

Pokud se neptáme na dynamiku deformací, je toto omezení výhodné. Při studování
pohybu by však vedlo ke zbytečným komplikacím. Museli bychom stále sledovat, zda
parametry neopustily tuto oblast, a pokud ano, vrátit je zpět, ovšem za současné pří-
slušné změny v Eulerových úhlech. Pokud tedy budeme studovat dynamiku, zůstaneme
u všech hodnot

−∞ < β < ∞ 0 ≤ γ < 2π (1.44)

s tím, že musíme neustále držet na paměti, že jeden tvar a natočení kapky v prostoru
může být popsáno i zcela rozdílnými hodnotami parametrů.

Tím jsme ukončili diskusi obecných vlastností kvadrupólových deformací. Závěry, ke
kterým jsme se dobrali, užijeme dále při konstrukci pohybových rovnic, jimiž se jaderné
rotace a vibrace řídí.



Kapitola 2

Dynamika klasického geometrického
modelu

V této kapitole se budeme věnovat odvození lagrangiánu pro kvadrupólové deformace
a z něj pohybových rovnic, podle kterých se mění tvar jádra – kapky v čase. Ukážeme, že
teoreticky je lagrangián dán nekonečným rozvojem, ve kterém se budeme muset omezit
pouze na několik členů. K problému lze přistoupit ze dvou stran: buď budeme konstru-
ovat lagrangián z parametrů a2µ tak, aby všechny jeho členy byly skaláry vůči rotacím,
nebo využijeme vlastností vlastní souřadné soustavy a symetrií popsaných v odstavci
1.3.2 k „uhodnutíÿ jeho tvaru. Podrobně projdeme první způsob a poté ve stručnosti
ukážeme, k jakému výsledku se lze dobrat způsobem druhým a v čem se oba dva přístupy
shodují.

Zdůrazněme, že v celé této kapitole se budeme věnovat výhradně klasické dynamice,
budeme používat klasické proměnné a funkce (souřadnice, hybnosti, lagrangián) a na-
konec odvodíme klasické pohybové rovnice, jejichž řešením budou trajektorie v prostoru
kolektivních parametrů. Výhoda tohoto klasického přístupu je ve větší intuitivnosti a
názornosti – klasické trajektorie lze interpretovat a porovnávat snáze než energetická
spektra modelů kvanotvých. Bez obav přitom můžeme předpokládat, že vlastnosti kla-
sického a kvantového systému jsou v určitém směru podobné. Kvantování se provádí
standardním postupem a bude pro úplnost naznačeno v části 2.7.

2.1 Skalární členy

Než se pustíme do hledání tvaru lagrangiánu, musíme říci, jaké budou souřadnice, kte-
rými budeme systém popisovat a na nichž a na jejichž časových derivacích bude lagran-
gián záviset. Za vhodný soubor souřadnic zvolíme kvadrupólové parametry geometric-
kého kolektivního modelu α2µ, µ = −2, . . . , 2, které budeme souhrnně zapisovat jako α.
Odpovídající rychlosti budou pak α̇ = (α̇2µ).

Lagrangián L(α, α̇) se skládá z kinetického členu T (α, α̇) a potenciálního členu V (α):

L = T − V , (2.1)

13
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přičemž jak kinetický, tak potenciální člen musí být skaláry, tj. musí být invariantní vůči
rotacím.

Zabývejme se nejprve konstrukcí potenciálního členu V . K dispozici máme sférický
tenzor 2. řádu α = (α2µ). Z něj budeme konstruovat tenzorovým součinem všechny
možné skalární výrazy:

V = C2 [α × α]0 + C3
[

[α × α]2 × α
]0
+ C41

[

[α × α]0 × [α × α]0
]0
+

+C42
[

[α × α]2 × [α × α]2
]0
+ C43

[

[α × α]4 × [α × α]4
]0
+ · · · (2.2)

Zde C··· jsou volné vnější parametry, které určují, jak silně ten který člen přispívá.

Ve vztahu se samozřejmě mohou vyskytovat také libovolné funkce skalárních výrazů,
např.

D

√

[α × α]0 , (2.3)

my však budeme předpokládat, že tyto funkce lze rozvést do Taylorových řad, jejichž
členy jsou již zahrnuty v rozvoji (2.2).

V článku [11] se na základě grupových vlastností ukazuje, že existují pouze dva
fundamentální skalární členy, které se v rozvoji (2.2) vyskytnou. Jsou to

[α × α]0 ,
[

[α × α]2 × α
]0

. (2.4)

Ostatní lze vyjádřit jako jejich libovolné mocniny a kombinace. Rozvoj tedy můžeme
souhrnně zapsat součtem

V =
∞

∑

i,j=0

Cij

(

[α × α]0
)i

(

[

[α × α]2 × α
]0

)j

. (2.5)

V dalším textu se omezíme pouze na první tři členy nejnižšího řádu v α2µ, což se
také běžně v literatuře dělá (viz např. [1], [2]):

V = C2 [α × α]0 + C3
[

[α × α]2 × α
]0
+ C4

(

[α × α]0
)2

. (2.6)

Odvoďme nyní, jak přispívají fundamentální členy (2.4).

1. Člen [α × α]0

Vyjdeme z definice tenzorového součinu (B.20):

[α × α]00 =
2

∑

µ=−2
(2, 2, 0| µ,−µ, 0)α2µα2−µ =

=
2

∑

µ=−2
(2, 2, 0| µ,−µ, 0) (−1)µ |α2µ|2 . (2.7)



2.1. SKALÁRNÍ ČLENY 15

Dále užijeme vztah (B.27) z dodatku B pro výpočet hledaného Clebsch-Gordonova
koeficientu. Po dosazení dostaneme výraz

[α × α]00 =
1√
5

2
∑

µ=−2
|α2µ|2 =

=
1√
5

(

|α20|2 + 2 |α21|2 + 2 |α22|2
)

. (2.8)

2. Člen
[

[α × α]2 × α
]0

Na základě výběrových pravidel (B.24) a (B.25) a na základě explicitního vyjádření
Clebsch-Gordanových koeficientů (B.32) přímočaře dostáváme

[α × α]20 =
2

∑

µ=−2
(2, 2, 2| µ,−µ, 0)α2µα2,2−µ =

=

√

2
7

(

− |α20|2 − 2 |α21|2 + 2 |α22|2
)

(2.9)

[α × α]21 = −
(

[α × α]2−1
)∗
=

2
∑

µ=−1
(2, 2, 2| µ, 1− µ, 1)α2µα2,2−µ =

= −
√

2
7

(√
6α∗
21α22 + α20α21

)

(2.10)

[α × α]22 =
(

[α × α]2−1
)∗
=

2
∑

µ=0

(2, 2, 2| µ, 2− µ, 2)α2µα2,2−µ =

=
1√
7

(

2
√
2α20α22 −

√
3α21α21

)

(2.11)

a po algebraických úpravách vychází

[

[α × α]2 × α
]0

0
=

∑

µ=−2
2 (2, 2, 0| µ,−µ, 0) [α × α]µ2 α2,−µ

=

√

2
35

{

α20
(

−α220 − 3|α21|2 + 6|α22|2
)

−

−3
√
6
[

αR
22

(

αR
21α

R
21 − αI

21α
I
21

)

+ 2αI
22α

R
21α

I
21

]

}

, (2.12)

kde horní index R označuje reálnou část a I imaginární část koeficientů α.

Nyní máme v rukou vše, co potřebujeme, abychom zkonstruovali potenciál V libo-
volného řádu v α. Potenciál 4. řádu (2.6), na který jsme se omezili, bude mít tvar

V = V2 + V3 + V4 , (2.13)
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kde jednotlivé příspěvky V2, V3, V4 jsou dány vzorci

V2 =
C2√
5

(

|α20|2 + 2 |α21|2 + 2 |α22|2
)

V3 = C3

√

2
35

{

α20
(

−α220 − 3|α21|2 + 6|α22|2
)

−

−3
√
6
[

αR
22

(

αR
21α

R
21 − αI

21α
I
21

)

+ 2αI
22α

R
21α

I
21

]

}

(2.14)

V4 =
C4
5

(

|α20|2 + 2 |α21|2 + 2 |α22|2
)2

.

Kinetický člen lagrangiánu (2.1) získáme stejně jako jako člen potenciální. Analogicky
k (2.2) jej můžeme rozvinout do řady

T = B2 [α̇ × α̇]0 +B31
[

[α̇ × α]2 × α̇
]0
+B32

[

[α̇ × α̇]2 × α
]0
+

+B33
[

[α̇ × α̇]2 × α̇
]0
+ · · · (2.15)

V tomto případě je fundamentálních členů více, neboť do hry vstupují kromě souřad-
nic α2µ také rychlosti α̇2µ. Omezme se pouze na první člen, který je druhého řádu v
rychlostech. Jeho tvar získáme přímou analogií členu potenciálního V2 z (2.14):

T = T2 =
B2√
5

(

|α̇20|2 + 2 |α̇21|2 + 2 |α̇22|2
)

. (2.16)

Zanedbáním členů vyšších řádů dostaneme velmi jednoduchý vztah pro přidružené hyb-
nosti a tím i pro hamiltonián1. Přidružené hybnosti jsou definovány vzorcem

π ≡ ∂L

∂α̇
, (2.17)

což pro (2.16), zpátky přepsané do tvaru

T =
B2√
5

2
∑

µ=−2
(−1)µα̇2µα̇2−µ (2.18)

dává

π2µ =
2B2√
5
(−1)µα̇2−µ =

2B2√
5

α̇∗
2µ . (2.19)

V kapitole 1 jsme ukázali (viz (1.11)), že parametry α2µ, a tedy i jejich časové deri-
vace α̇2µ, se transformují pomocí matice D(2)µ′µ odpovídající příslušné reprezentaci grupy
SO(3). Mají tedy tenzorový charakter. Hybnost se také chová jako sférický tenzor, avšak
transformuje se pomocí matice D(2)µ′µ

∗
, která přísluší komplexně sdružené reprezentaci:

π′
λµ =

∑

µ′

D(λ)µ′µ

∗
πλµ′ . (2.20)

1Formulujeme lagrangeovskou mechaniku, takže hamiltonián nebudeme potřebovat. Sdružených
hybností včak využijeme při konstrukci momentu hybnosti.



2.1. SKALÁRNÍ ČLENY 17

V jazyce přidružených hybností má kinetický člen tvar

T =

√
5
4B2

(

|π20|2 + 2 |π21|2 + 2 |π22|2
)

, (2.21)

což se někdy zpětně přepisuje do tenzorového součinu2

T =

√
5
4B2

[π × π]0 . (2.23)

Stojí však za to zdůraznit, že rovnost

[α̇ × α̇]0 = [π × π]0 (2.24)

platí pouze v případě, když za kinetický člen lagrangiánu bereme jen první člen rozvoje
(2.15). Kdybychom vzali do úvahy i členy vyšších řádů, neplatil by mezi odpovídajícími
si hybnostmi a rychlostmi jednoduchý vztah (2.19), a tudíž by ani nebylo možné psát
rovnost (2.24).
Pro shrnutí napíšeme na závěr této sekce explicitní tvar pro lagrangián, který jsme

zde získali a se kterým budeme dále pracovat:

L = T2 − V2 − V3 − V4 =

=
B2√
5

(

|α̇20|2 + 2 |α̇21|2 + 2 |α̇22|2
)

−

− C2√
5

(

|α20|2 + 2 |α21|2 + 2 |α22|2
)

−

−C3

√

2
35

{

α20
(

−α220 − 3|α21|2 + 6|α22|2
)

−

−3
√
6
[

αR
22

(

αR
21α

R
21 − αI

21α
I
21

)

+ 2αI
22α

R
21α

I
21

]

}

−

−C4
5

(

|α20|2 + 2|α21|2 + 2|α22|2
)2

. (2.25)

V lagrangiánu se vyskytují 4 parametry

B2, C2, C3, C4 (2.26)

a 5 reálných nezávislých souřadnic

α20, α
R
21, α

I
21, α

R
22, α

I
22 , (2.27)

přičemž platí

α21 = αR
21 + iα

I
21

α22 = αR
22 + iα

I
22 (2.28)

|α2µ|2 = α∗
2µα2µ =

(

αR
2µ

)2
+

(

αI
2µ

)2
.

2Je však potřeba poznamenat že toto vyjádření není přesný přepis kinetického členu vyjádřeného
v rychlostech (2.16). Správně by mělo být

T =

√
5

4B2
[π∗ × π∗]0 . (2.22)
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2.2 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Na základě Lagrangeových rovnic 2. druhu, které jsou dány vztahem

d
dt

∂L

∂α̇
=

∂L

∂α
, (2.29)

odvodíme pět pohybových rovnic:

B2α̈20 = −C2α20 + 3

√

1
14

C3
(

α220 + |α21|2 − 2|α22|2
)

−

− 4√
5

C4α20
(

α220 + 2|α21|2 + 2|α22|2
)

B2α̈
R
21 = −C2α

R
21 + 3

√

1
14

C3

[

α20α
R
21 +

√
6

(

αR
21α

R
22 + αI

21α
I
22

)

]

−

− 4√
5

C4α
R
21

(

α220 + 2|α21|2 + 2|α22|2
)

B2α̈
I
21 = −C2α

I
21 + 3

√

1
14

C3

[

α20α
I
21 +

√
6

(

αR
21α

I
22 − αI

21α
R
22

)

]

−

− 4√
5

C4α
I
21

(

α220 + 2|α21|2 + 2|α22|2
)

(2.30)

B2α̈
R
22 = −C2α

R
22 + 3

√

1
14

C3

[√
6
2

(

αR
21α

R
21 − αI

21α
I
21

)

− 2α20αR
22

]

−

− 4√
5

C4α
R
22

(

α220 + 2|α21|2 + 2|α22|2
)

B2α̈
I
22 = −C2α

I
22 + 3

√

1
14

C3

(√
6αR
21α

I
21 − 2α20αI

22

)

−

− 4√
5

C4α
I
22

(

α220 + 2|α21|2 + 2|α22|2
)

.

V dalších úvahách se zaměříme na to, jestli by nebylo možné tyto rovnice nějakým
způsobem zjednodušit. K tomu budeme potřebovat moment hybnosti.

2.2.1 Moment hybnosti

Vektor momentu hybnosti, který označíme J, určuje v klasickém případě dynamiku ro-
tačního pohybu systému. Pokud je navíc zkoumaný systém systém izolovaný od vnějších
vlivů, má moment hybnosti další užitečnou vlastnost – je integrálem pohybu, zachovává
se v čase.
Naším cílem bude definovat moment hybnosti ve fázovém prostoru určeným souřad-

nicemi α2µ a hybnosti π2µ. Aby měl tento moment hybnosti dobrý fyzikální smysl, musí
splňovat následující vlastnosti:

1. Musí mít vektorový charakter, či v řeči tenzorových operátorů musí být sférickým
tenzorem 1. řádu.
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2. Ke konstrukci můžeme užít jen souřadnice α2µ a komplexně sdružené hybnosti
π∗
2µ
3.

3. Náš systém je izolovaný od vlivů okolí, proto musí platit zákon zachování momentu
hybnosti:

dJ
dt
= 0 . (2.31)

Jak je ukázáno v dodatku C, všechny tyto podmínky splníme, budeme-li definovat

Jµ = −i
√
10 [α × π∗]1µ = −2i

√
2B2 [α × α̇]1µ , (2.32)

přičemž výsledkem tohoto tenzorového součinu bude sférický tenzor 1. řádu, jehož kom-
ponenty4 jsou číslovány indexem µ = −1, 0, 1. Pro ně jsou v dodatku C odvozeny ex-
plicitní výrazy a ukázán postup, jak je převést na komponenty kartézské. Nám bude v
tuto chvíli stačit, když výrazy pro kartézské komponenty s užitím souřadnic a rychlostí5

napíšeme:

J1 = 2

√

2
5

B2

[√
2

(

αI
21α̇

R
22 − α̇I

21α
R
22 + α̇R

21α
I
22 − αR

21α̇
I
22

)

+

+
√
3

(

α̇20α
I
21 − α20α̇

I
21

)

]

J2 = 2

√

2
5

B2

[√
2

(

α̇R
21α

R
22 − αR

21α̇
R
22 + α̇I

21α
I
22 − αI

21α̇
I
22

)

+ (2.34)

+
√
3

(

α̇20α
R
21 − α20α̇

R
21

)

]

J3 =
4√
5

B2
[

α̇R
21α

I
21 − αR

21α̇
I
21 + 2

(

α̇R
22α

I
22 − αR

22α̇
I
22

)]

.

Splňuje tento moment hybnosti zákon zachování (2.31)? To je snadné ukázat. Pokud

3Jak bylo ukázáno v předchozí sekci vztahem (2.20), samotné hybnosti π2µ se transformují podle
komplexně sdružené reprezentace, a tedy je nelze přímo skládat se souřadnicemi.
4Pro odlišení kartézských a sférických komponent tenzorů budeme užívat odlišného typu písma:

sférické komponenty budou tištěny písmem vpřímeným, kartézské písmem skloněným. Navíc budeme
pro další odlišení psát kartézskou komponentu s indexem 1 J1, sférickou J+1.
5V dodatku C pracujeme se souřadnicemi α2µ a hybnostmi π2µ, zatímco zde užíváme místo hybností

rychlosti α̇2µ. Na základě vztahu (2.19) lze jednoduše odvodit transformaci

α̇R
2j =

√
5

2B2
πR
2j α̇I

2j = −
√
5

2B2
πI
2j j = 1, 2 . (2.33)
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zderivujeme J1, J2, J3 podle času, dostaneme

J̇1 =

√

2
5

B2

[√
2

(

αI
21α̈

R
22 − α̈I

21α
R
22 + α̈R

21α
I
22 − αR

21α̈
I
22

)

+

+
√
3

(

α̈20α
I
21 − α20α̈

I
21

)

]

(2.35)

J̇2 = 2

√

2
5

B2

[√
2

(

αI
21α̈

I
22 − α̈I

21α
I
22 + αR

21α̈
R
22 − α̈R

21α
R
22

)

+

+
√
3

(

α̈20α
R
21 − α20α̈

R
21

)

]

(2.36)

J̇3 =
4√
5

B2
[

α̈R
21α

I
21 − αR

21α̈
I
21 + 2

(

α̈R
22α

I
22 − αR

22α̈
I
22

)]

(2.37)

a dosadíme-li do těchto výrazů za druhé časové derivace α̈20, α̈R
21, α̈

I
21, α̈

R
22, α̈

I
22 příslušné

výrazy z pohybových rovnic (2.30), všechny členy se po úpravách odečtou a zbyde

J̇1 = J̇2 = J̇3 = 0 = . (2.38)

2.2.2 Rovnice při nulových rotacích

V části 1.3.1 jsme ukázali, že na pohyb v pětirozměrném prostoru souřadnic α2µ lze
v každém okamžiku nahlížet jako na deformaci ve vlastní soustavě souřadné, popsané
dvěma souřadnicemi

a0 ≡ α20
a2 ≡ αR

22

(2.39)

(viz vztahy (1.34)) a na natočení vlastní soustavy vůči soustavě laboratorní. Přechod
do vlastní souřadné soustavy souvisí s momentem hybnosti, jak ukážeme v této sekci.
Předpokládejme, že v určitém okamžiku t0 vlastní soustava splývá se soustavou la-

boratorní. To znamená, že v tu chvíli platí

αR
21 = αI

21 = αI
22 = 0 (2.40)

a rovnice (2.30) budou mít tvar

B2α̈20 = −C2α20 + 3

√

1
14

C3

(

α220 − 2αR
22

2
)

− 2√
5

C4α20

(

α220 + 2α
R
22

2
)

B2α̈
R
21 = 0

B2α̈
I
21 = 0 (2.41)

B2α̈
R
22 = −C2α

R
22 + 3

√

2
7

C3α20α
R
22 −

4√
5

C4α
R
22

(

α220 + 2α
R
22

2
)

B2α̈
I
22 = 0 .

Druhý, třetí a pátý vztah jsou triviální a lze je zintegrovat. Z druhého pro αR
21 dostaneme

αR
21(t) = VαR

21

(t − t0) (2.42)

α̇R
21(t) = VαR

21

, (2.43)
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kde VαR

21

je „rychlostÿ, která přísluší souřadnici αR
21 v čase t0. Pokud zvolíme

VαR

21

= 0 , (2.44)

znamená to, že kapka nekoná pohyb v souřadnici αR
21 a ta zůstává nulová během celého

pohybu. Nulová je potom také její první časová derivace α̇R
21. Stejným způsobem můžeme

naložit s rovnicemi pro αI
21 a αI

22 z (2.41). Z původní soustavy pěti diferenciálních rovnic
nám tím zbydou rovnice dvě.
S takto zjednodušeným systémem budeme v našich úvahách pokračovat. Do lagrangi-

ánu (2.25) vložíme nulové hodnoty αR
21, α

I
21, α

I
22 a přepíšeme jej a první a čtvrtou rovnici

(2.41) pomocí souřadnic a0, a2:

L =
B2√
5

(

ȧ20 + 2ȧ
2
2

)

− C2√
5

(

a20 + 2a
2
2

)

−

−C3

√

2
35

a0
(

−a20 + 6a
2
2

)

− C4
5

(

a20 + 2a
2
2

)2
(2.45)

B2ä0 = −C2a0 + 3
√

1
14

C3 (a20 − 2a22)− 2√
5
C4a0 (a20 + 2a

2
2)

B2ä2 = −C2a2 + 3
√

2
7
C3a0a2 − 4√

5
C4a2 (a20 + 2a

2
2) .

(2.46)

Právě jsme ukázali, že tři souřadnice, které souvisí s rotacemi systému, lze volit tak,
že jsou během celého pohybu nulové, a není tedy třeba je uvažovat. Dosadíme-li tyto
nulové souřadnice αR

21, α
I
21, α

I
22 do výrazů pro složky momentu hybnosti (2.34), vynulují

se:
J1 = J2 = J3 = 0 ⇔ J = 0 . (2.47)

Toto je velmi důležitý závěr. Při speciální volbě nulových αR
21, α

I
21, α

I
22 dostáváme situaci

s nulovým momentem hybnosti6.

2.2.3 Přeznačení konstant

V této krátké sekci pouze zavedeme do vztahů (2.45) a (2.46) místo konstant K2, C2,
C3, C4 konstanty, které zjednoduší zápis a běžně v literatuře používají7:

K ≡ 2B2√
5

A ≡ C2
5

B ≡ −C3

√

2
35

C ≡ C4
5

. (2.48)

Lagrangián a pohybové rovnice tak nabudou tvaru

L =
K

2

(

ȧ20 + 2ȧ
2
2

)

− A
(

a20 + 2a
2
2

)

−

−Ba0
(

6a22 − a20
)

− C
(

a20 + 2a
2
2

)2
(2.49)

Kä0 = −2Aa0 − 3B (a20 − 2a22)− 4Ca0 (a20 + 2a
2
2)

Kä2 = −2a2 [A − 3Ba0 + 2C (a20 + 2a
2
2)] .

(2.50)

6Toho lze použít například při srovnávání výsledků geometrického modelu s výsledky modelu inter-
agujících bosonů (IBM), ve kterém se moment hybnosti definuje podobně, i když už nemá tak názornou
interpretaci.
7Viz např. článek [8].
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2.2.4 Bohrovy proměnné – dynamika

Ještě přehlednější a jednodušší tvar dostane lagrangián přechodem k Bohrovým pro-
měnným, které byly zavedeny v sekci 1.3.2 vztahy (1.35). Vložíme-li je do lagrangiánu
(2.49), dostaneme po jednoduché manipulaci s goniometrickými funkcemi

L = T − V

T =
K

2

(

β̇2 + β2γ̇2
)

(2.51)

V = Aβ2 +Bβ3 cos 3γ + Cβ4 .

Pro úplnost ještě napišme pohybové rovnice

Kβ̈ = Kγ̇2β − 2Aβ − 3Bβ2 cos 3γ − 4Cβ3

Kγ̈β2 = −2Kβ̇γ̇β + 3Bβ3 sin 3γ .
(2.52)

Dopracovali jsme se k mezivýsledku, ze kterého budou pokračovat naše další úvahy.
Jednotlivé členy tohoto lagrangiánu mají názornou interpretaci. Na bod o souřadnicích
(β, γ) působí jednak centrální síla daná potenciálem Aβ2 + Cβ4, podle které se systém
chová jako kvartický oscilátor, ale navíc ještě síla, která je dána členem Bβ3 cos 3γ
a která závisí na úhlové souřadnici γ. Je možné ukázat, že samotný kvartický oscilátor
je integrabilní8. Člen úměrný B tuto integrabilitu naruší.

2.3 Intuitivní odvození tvaru potenciálu

Tvar potenciálu ve vlastní souřadné soustavě lze také do určité míry „uhodnoutÿ na
základě symetrií. Potenciál musí být skalár invariantní vůči natočení, nebude tedy závi-
set na Eulerových úhlech. Na základě sekce 1.3.2 víme, že Bohrovy proměnné popisují
stejný fyzikální stav při transformacích

γ → −γ γ → γ +
2π
3

, (2.53)

což jednoduše splníme tím, že učiníme potenciál úměrný cos 3γ. Obecný potenciál může
mít tvar

V ′(β, γ) =
∞

∑

i,j=0

Cijβ
i cosj 3γ , (2.54)

kde Cij jsou nějaké konstanty úměrnosti. Musíme vyloučit pouze člen i = 0, j = 0, neboť
nemá jednoznačnou hodnotu pro β → 0.
Vidíme, že vezmeme-li příslušné tři členy nejnižšího řádu, dostaneme se do úplné

shody s potenciálem (2.51). Můžeme vzít samozřejmě členů více, což je ekvivalentní
tomu, že zahrneme více členů v rozvoji (2.5). Avšak ne všechny členy z uhodnutého po-
tenciálu V ′ jsou zahrnuty také v rozvoji (2.5). Uvědomíme-li si, že v něm člen [α × α]0 od-
povídá v Bohrových proměnných členu β2 a podobně

[

[α × α]2 × α
]0
odpovídá β3 cos 3γ,

8Definice integrability je uvedena v kapitole 3.



2.4. FÁZOVÁ STRUKTURA PARAMETRICKÉHO PROSTORU 23

můžeme (2.5) psát jako

V (β, γ) =
∞

∑

i,j=0

Cijβ
2i+3j cosj 3γ , (2.55)

přičemž opět musíme vyloučit člen i = j = 0.

Potenciální členy lze tedy do určité míry uhodnout. To však neplatí pro členy kine-
tické – v nich totiž hrají roli nejen souřadnice, ale také jejich derivace a Eulerovy úhly
a symetrií bude málo na to, abychom byli schopni psát něco podobného výrazu (2.54).

2.4 Fázová struktura parametrického prostoru

V této sekci budeme podrobně zkoumat vlastnosti potenciálu V daného vztahem (2.51).
Ukážeme, jak se mění jeho kvalitativní vlastnosti při změnách parametrů A,B,C a
zjistíme, že v některých bodech parametrického prostoru budou veličiny kvantitativně
popisující vlastnosti potenciálu nespojité. Tyto nespojité změny budeme nazývat fázové
přechody v souladu s teorií, kterou vybudoval Landau ve své knize [16]. On uvažoval
termodynamický potenciál s parametrem uspořádání β ve tvaru

VLandau(β) = Aβ2 +Bβ3 + Cβ4 , (2.56)

což je velmi podobné potenciálu (2.51). Otázka zní, nakolik náš potenciál a potenciál
Landauův souvisí.

Při vyšetřování vlastností klasického potenciálu je důležitým ukazatelem bod, v němž
nastává stabilní rovnováha, jinými slovy bod, ve kterém má potenciál lokální nebo glo-
bální minimum. Tyto body (může jich být více) se pokusíme nalézt.

Předpokládejme na chvíli, že potenciál je funkcí pouze β a na souřadnici γ se dívejme
jako na pevný parametr. Řešením rovnice

dV (β)
dβ

= 0 (2.57)

dostaneme tyto lokální extrémy:

β1 = 0, V (β1) = 0

β2,3 =
1
8C

(

−3B cos 3γ ∓
√

9B2 cos2 3γ − 32AC
)

V (β2,3) =
1

512C3

[

− 128A2C2 + 144AB2C cos2 3γ − 27B4 cos4 3γ ∓ (2.58)

∓B cos 3γ
(

9B2 cos2 3γ − 32AC
) 3

2

]

.

Znaménka k β2,3 přiřadíme tak, aby platilo

V (β2) < V (β3) , (2.59)

což vyjadřuje to, že pokud je globální minimum v jednom z kořenů β2,3, pak je v β2.
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Vrátíme-li se k oběma proměnným (β, γ), snadno ukážeme9 že se extrémy nacházejí
na přímkách

γ = k
π

3
, k = 0, 1, 2 , (2.60)

tj. tam, kde cos 3γ = ±1. V sekci 1.3.2 však bylo ukázáno, že díky symetriím Bohrových
proměnných není potřeba uvažovat všechny možné hodnoty (β, γ), nýbrž stačí se omezit
například na 0 ≤ γ < π/3, viz (1.43). Pokud tak učiníme, budou extrémy potenciálu
(2.58) vždy ležet na přímce γ = 0 a příslušné vztahy získají tvar

β2,3 =
1
8C

(

−3B ∓
√
9B2 − 32AC

)

V (β2,3) =
1

512C3

[

− 128A2C2 + 144AB2C − 27B4 ∓ B
(

9B2 − 32AC
) 3

2

]

.(2.61)

Co se tedy týče extremálních vlastností, lze na náš potenciál V (β, γ) pohlížet jako na
potenciál Landauův (2.56) jedné proměnné β.
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1

a0

a2

β

V

Obrázek 2.1: Potenciál (2.51) pro A = −1, B = C = 1. Na obrázku vlevo konturový graf
potenciálu v rovině a0a2. Kinematicky dostupná oblast pro energii E = 5 je znázorněna ve
stupních šedi. Odstín je tím tmavší, čím je potenciál hlubší. Na obrázku jsou patrná 3 globální
minima. Čárkovaně jsou vyznačeny řezy, ve kterých je průběh potenciálu v odpovídajících si
barvách detailně znázorněn na pravé části obrázku.

Extrémy potenciálu můžeme využít k úplné diskusi jeho vlastností a k nalezení bodů
stabilní rovnováhy pro různé kombinace parametrů A,B,C. Parametry můžeme volit
téměř libovolně. Je nutné splnit pouze jedinou podmínku plynoucí z fyzikálních poža-
davků – bod (β, γ) musí vykonávat finitní pohyb, což je ekvivalentní tomu, že nedochází
k jadernému rozpadu, že jaderná kapka zůstává stále omezená a kompaktní v prostoru.
Toho docílíme volbou C > 0.
Níže v sekci 2.6 ukážeme, že lagrangián (2.51) a pohybové rovnice z něj plynoucí lze

přeškálovat tak, že zbyde pouze jeden volný parametr, jehož konkrétní hodnota bude

9Ke snazší orientaci je zde k dispozici obrázek 2.1.
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představovat celou třídu stavů systému kvalitativně stejných. Zatím však ponechme
volné všechny parametry. Podle kvalitativních znaků (rozložení maxim a minim) lze
potenciál rozdělit na 4 oblasti:

1. A < 0

V této první oblasti platí, že V (β2,3) < 0, pro β2,3 tedy nastávají lokální minima10,
zatímco pro β1 = 0 máme lokální maximum. Globální minimum β2 z (2.61) je pro
B > 0 v bodě

β2 =
1
8C

(

−3B −
√

9B2 cos2 3γ − 32AC
)

< 0 , (2.62)

a tedy podle definice uvedené v části 1.3.2 je v tomto případě stabilní deformace
typu oblate11. Naproti tomu pro B < 0 dostáváme globální minimum v

β2 =
1
8C

(

−3B +
√

9B2 cos2 3γ − 32AC
)

> 0 , (2.63)

z čehož vyplývá deformace typu prolate. Na přechod B > 0→ B < 0 lze nahlížet
jako na fázový přechod 1. řádu12 v parametru uspořádání β.

Hodnota potenciálu v globálním minimu obou případů B > 0, B < 0 je dána
stejným výrazem

V (β2) =
1

512C3

[

− 128A2C2 + 144AB2C − 27B4 − |B|
(

9B2 − 32AC
) 3

2

]

< 0 .

(2.64)

Příklad průběhu potenciálu je znázorněn modrou čarou v pravé části obrázku 2.1.

2. A = 0

Pro tuto hodnotu A je bod globálního minima dán vztahem

β2 = −3B
4C

V (β2) = − 27B
4

512C3
. (2.65)

Dále β3 = β1 = 0 a v nule není minimum ani maximum, ale inflexní bod.

Průběh potenciálu je znázorněn na obrázku 2.2(a).

3. 0 < AC
B2

< 1
4

Předpokládejme, že B 6= 0. Případ s B = 0 budeme diskutovat později.

V této druhé oblasti globální minimum potenciálu nastává opět pro β2, stále se
tedy jedná o případ „deformovaného minimaÿ. Nové je ale to, že se zde objevuje
další lokální minimum v bodě β1 = 0. V něm je tvar kapky nedeformovaný, sféricky
symetrický. V bodě β3 je V (β3) > 0 a dostáváme slabé lokální maximum, které

10Zopakujme však, že se jedná o extrémy potenciálu na přímce γ = 0, které extrémy v rovině (β, γ)
být nemusí.
11Prolate=protáhlý tvar, oblate=sploštělý tvar, jak bylo definováno v sekci 1.3.2.
12Podle Ehrenfestovy klasifikace fázových přechodů, neboť parametr uspořádání β2 se při průchodu
polopřímkou B = 0, A < 0 mění nespojitě.
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Obrázek 2.2: Potenciál (2.51) pro A ≥ 0 a B = C = 1 v řezu γ = 0. Pozor na rozdílná měřítka
jednotlivých grafů!

obě minima odděluje. Začíná zde tzv. oblast fázové koexistence, ve které vedle sebe
mohou existovat dva stabilní stavy, deformovaný a nedeformovaný.

Příklad potenciálu z této oblasti je znázorněn na obrázku 2.2(b).

4. AC
B2
= 1
4

V tomto bodě si jsou hodnoty potenciálu v minimech β2 6= 0 a β1 = 0 rovny,

V (β1) = V (β2) = 0 , (2.66)

jak je i vidět na obrázku 2.2(c). Dochází tu k fázovému přechodu mezi deformo-
vaným a sférickým tvarem. Jedná se opět o přechod 1. řádu, protože parametr
uspořádání β se mění skokem z nenulové hodnoty k hodnotě nulové.

Poznamenejme, že hodnota potenciálu v maximu β3, které odděluje obě minima,
je V (β3) = B4/256C3, což je více jak o řád menší než například hloubka minima
pro A = 0. Lze očekávat, že jevy spojené s tímto fázovým přechodem a s fázovou
koexistencí budou velmi slabé.

5. 1
4

< AC
B2

< 9
32

V této třetí oblasti vedle sebe stále existují dvě fáze – dvě minima (obrázek 2.2(d)).
Zde je však V (β2) > 0, V (β3) > 0, takže deformované minimum v bodě β2 je mělčí
než sférické v β1.

6. AC
B2
= 9
32
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V tomto bodě zaniká deformované minimum β2. Oba body β2,3 zde splývají v
inflexním bodě

β2 = β3 = −3B
8C

, V (β2,3) = B

(

3B
16C

)3

. (2.67)

Situace je znázorněna na obrázku 2.2(e).

7. AC
B2

> 9
32

Dostali jsme se do poslední, čtvrté oblasti. Zde je již pouze jeden extrém, sférické
minimum V (β1 = 0) = 0 (obrázek 2.2(f)). Extrémy β2, β3 neexistují, neboť pod
odmocninami ve výrazech (2.61) jsou záporná čísla.

I

II

III

A=-1

0

A=0 A=B /4C
2

A=9B /32C
2

B=0

B=1

Obrázek 2.3: Fázový diagram potenciálu geometrického kolektivního modelu v rovině AB.

Zbývá ještě ošetřit případ B = 0. Pro něj přímo z (2.61) plyne, že

β2 = −β3 =

√

|A|
2C

V (β2,3) = −A2

4C
, (2.68)

přičemž minima existují pouze pro A ≤ 0, držíme-li se předpokladu, že C > 0.

Situace A < 0 byla již probrán výše. V bodě A = 0 platí, že

lim
A→0−

β2 =
(

lim
A→0−

β3

)

= 0 , (2.69)

deformované minimum zde tedy spojitě přechází v minimum sférické. První derivace
dβ/dA zde však spojitá není, takže dostáváme fázový přechod 2. řádu. Pro A > 0 již
existuje jen sférické minimum.

Celou diskusi lze shrnout a zakreslit do fázového diagramu, který je znázorněn na
obrázku 2.313. Jednotlivé fáze jsou označeny římskými číslicemi a jsou odděleny plnými
černými čarami. Fáze I odpovídá sférickému minimu, fáze II deformovanému minimu

13Fázový diagram tohoto typu zatím nebyl v přírodě prokázán (kromě jader :-) Teoreticky se o něm
uvažuje ještě v určitých druzích krystalů, tzv. nemetic krystalech.
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typu prolate, fáze III deformovanému minimu typu oblate. Mezi čárkovanými čarami
leží oblast fázové koexistence. V bodu O je trojný bod.

Jednotlivé fázové přechody budeme studovat na dvou řezech. Přechod prolate–oblate
pro B = 1 je v řezu znázorněném zelenou čarou, přechod deformované–nedeformované
minimum pro A = 1 čarou modrou.

2.5 Kritické dynamické symetrie

Kritické dynamické symetrie jsou přibližné symetrie geometrického modelu v bodech
fázového přechodu mezi sférickým a deformovaným tvarem. Na základě článků [18] se
rozlišují dva typy:

1. Kritická symetrie E(5), která platí v případě B = 014, je daná Euklidovskou
grupou svázanou s Besselovými funkcemi, které jsou přibližnými vlastními stavy
kvantového geometrického modelu v bodě přechodu.

2. Kritická symetrie X(5) platná v případě B 6= 015. Ta nesouvisí s žádnou v ma-
tematice běžně definovanou grupou, ale byla zavedena speciálně pro tento případ
F. Iachellem právě v druhém ze článků [18].

Tyto symetrie platí i v případě nenulového momentu hybnosti J, kdy je systém určen
pěti nezávislými souřadnicemi – Bohrovými β, γ a třemi Eulerovy úhly ϑ1, ϑ2, ϑ3. Proto
grupy řádu 5. Aproximace spočívá v tom, že se potenciál V (β, γ) nahradí potenciálem
přibližným, pro který lze nalézt analytická řešení16.

Přibližné dynamické symetrie, které se odvozují v rámci kvantového geometrického
modelu, by měly v klasickém případě implikovat zvýšení regularity. Souvisí tedy úzce se
studiem chaosu, a proto se o nich zmiňujeme v této práci.

2.6 Přeškálování rovnic

Jak bylo řečeno, čtyři reálné parametry A,B,C a K v lagrangiánu (2.51) můžeme vo-
lit téměř libovolně, splněna musí být pouze podmínka C > 0. Nás zajímá především
kvalitativní chování systému při různých volbách parametrů. Procházet celý čtyřpara-
metrický prostor by bylo výpočetně náročné a zdlouhavé. Ukazuje se, že to ani není
potřeba. Tři parametry totiž můžeme odškálovat vhodnou volbou fyzikálních jednotek.
Konkrétní hodnota zbylého volného parametru bude popisovat celou třídu kvalitativně
stejných konfigurací systému.

Jak toto škálování provést? Lagrangián je obecně složen z veličin tří fundamentálních
rozměrů: z délky, času a hmotnosti. Nemusíme se samozřejmě vázat přímo na tyto ve-
ličiny, jednotky můžeme definovat pomocí souboru odvozených veličin, například délky,

14 V literatuře se tento případ, kdy je potenciál nezávislý na souřadnici γ, nazývá γ-soft.
15Tento případ, ve kterém je potenciál závislý na souřadnici γ, se nazývá γ-rigid.
16Například pro symetrii E(5) se potenciál nahrazuje potenciálem pětirozměrné nekonečně hluboké
pravoúhlé jámy.
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rychlosti a energie. Přeškálujeme-li tyto tři jednotky pomocí parametrů A,B,C,K, tří
parametrů se zbavíme17. Zdůrazněme, že pro škálování je důležitá existence tří fyzi-
kálních rozměrů a čtyř parametrů, na konkrétním tvaru lagrangiánu nezávisí. Stejným
způsobem, jakým budeme provádět škálování pro lagrangián při nulovém momentu hyb-
nosti, jej můžeme provést i pro obecný lagrangián (2.25).

Za zmínku stojí, že v případě kvantového geometrického modelu můžeme odškálovat
pouze dva ze čtyř parametrů. Kromě volných parametrů A,B,C,K se totiž objevuje
ještě jeden pevný „skrytýÿ parametr, Planckova konstanta ~. Škálování kvantového ge-
ometrického modelu bylo provedeno a je popsáno v článku [2].

Vraťme se ke klasickému modelu. V něm existují tři možnosti škálování:

1. Parametr u kvadratického členu β2

Vycházíme z lagrangiánu (2.51). Přeškálujme souřadnici β parametry B,C

β =
B

C
β̄ , (2.70)

čímž po dosazení do (2.51) dostaneme

L =
K

2
B2

C2

(

˙̄β2 + β̄2γ̇2
)

− AB2

C2
β̄2 − B4

C3
β̄3 cos 3γ − B4

C3
β̄4 . (2.71)

Celý výraz vynásobme C3/B4, což dá

C3

B4
L =

K

2
C

B2

(

˙̄β2 − β̄2γ̇2
)

− AC

B2
β̄2 − β̄3 cos 3γ + β̄4 . (2.72)

Nyní zaveďme nový čas a energii (lagrangián)

L =
B4

C3
L̄

t =

√
KC

B
t̄ ⇔

(

d
dt

)2

=
B2

KC

(

d
dt̄

)2

, (2.73)

přičemž předpokládáme, že odmocnina
√

KC má smysl, jinými slovy že platí
KC ≥ 0. Výše jsme uvedli, že systém je fyzikálně relevantní, pokud C ≥ 0.
Parametr K má význam hmotnosti, takže je rozumné požadovat, aby byl rovněž
kladný. Dále jsme během výpočtu dělili B a C, musí tedy být splněno B 6= 0, C 6= 0,
jinak úpravy nemají smysl.

Za všech uvedených předpokladů dostáváme výsledný jednoparametrický lagran-
gián ve tvaru

L̄ =
1
2

(

˙̄β2 + β̄2γ̇2
)

− Āβ̄2 − β̄3 cos 3γ − β̄4 (2.74)

Ā ≡ AC

B2
. (2.75)

17Když například v kvantové teorii pole volíme c = 1, ~ = 1, děláme přesně to samé. Škálování je
ekvivalentní tomu, že položíme tři z parametrů A,B,C,K rovny jedné, jak uvidíme níže.
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2. Parametr u kubického členu β3 cos 3γ

Postup je analogický s předchozím případem, provedeme jej tudíž rychleji. Užijeme
škálování

β =

√

|A|
C

β̄ L =
A2

C
L̄ t =

√

K

|A| t̄ (2.76)

a po dosazení do (2.51) dostáváme

L̄ =
1
2

(

˙̄β2 + β̄2γ̇2
)

∓ β̄2 − B̄β̄3 cos 3γ − β̄4 (2.77)

B̄ ≡ B
√

|AC|
, (2.78)

přičemž předpokládáme, že A 6= 0, C 6= 0. Znaménko − před členem β̄2 platí pro
A kladné, znaménko + pro A záporné.

3. Parametr u kvartického členu β4

V tomto případě budeme škálovat takto:

β =
|A|
B

β̄ L =
|A|3
B2

L̄ t =

√

K

|A| t̄ , (2.79)

čímž získáme lagrangián

L̄ =
1
2

(

˙̄β2 + β̄2γ̇2
)

∓ β̄2 − β̄3 cos 3γ − C̄β̄4 (2.80)

C̄ ≡ AC

B2
. (2.81)

Předpokládali, že A 6= 0, B 6= 0. Znaménko − je před členem β2 v případě A > 0,
znaménko − v případě A < 0.

Ve všech třech případech jsme dostali lagrangián, který má úplně stejný tvar jako pů-
vodní čtyřparametrický (2.51), jen tři ze čtyř parametrů jsou v absolutní hodnotě rovny
jedné a pouze jeden parametr je volný. Na jeho nastavení závisí kvalitativní chování
systému.

Jsou jen tyto tři možnosti, jak škálování udělat – nelze jej provést tak, aby zůstal
parametr před kinetickým členem. Jaký způsob zvolíme, to záleží jen na nás. Všechny
možnosti jsou téměř ekvivalentní, liší se pouze v bodech, v nichž nějaký parametr nabývá
hodnoty 0. Jak jsme však viděli v části o fázových přechodech, právě při průchodu těmito
body v parametrickém prostoru očekáváme k významné změně chování. Při zkoumání
fázových přechodů tedy záleží na tom, jakou variantu škálování zvolíme. Zatímco pro
přechod prolate–oblate se hodí škálování s volným parametrem B̄ (zelená čára obrázku
2.3), pro přechod deformovaný–nedeformovaný tvar je nejlepší škálování s volným Ā
(modrá čára obrázku 2.3).

Z jiného hlediska, nezajímáme-li se o fázové přechody, ale o obecné vlastnosti dy-
namiky, se jako nejvýhodnější jeví parametrizace pomocí Ā, neboť v ní dostaneme pro
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Obrázek 2.4: Potenciál (2.51) pro A = −1, B = 0, C = 1, tj. v případě γ-soft. Na obrázku
je vlevo konturový graf potenciálu v rovině a0a2. Ve stupních šedi je znázorněna kinematicky
dostupná oblast pro energii E = 4. V levé části obrázku je průběh potenciálu na libovolné
přímce γ = konst (potenciál je rotačně symetrický).

−∞ < Ā < ∞ všechny možné stavy systému (uvážíme-li, že změna znaménka B zna-
mená vlastně jen tranformaci β → −β). Parametrizace pomocí volného B̄ je naopak
výhodná proto, že v ní lze na systém pohlížet jako na integrabilní (kvartický oscilátor
pro B̄ = 0) porušený členem řízeným právě parametrem B̄. Musíme se ovšem smířit s
tím, že dostaneme dvě oddělené oblasti podle znaménka A, které nelze žádným způso-
bem navázat na sebe. Potenciál je v případě B̄ = 0 sféricky symetrický a nezávislý na
souřadnici γ (γ-soft), naproti tomu situace s B̄ 6= 0 dává potenciál závislý na γ (γ-rigid).
Pro zjednodušení zápisu od této chvíle přestaneme psát čárky nad přeškálovanými

písmeny. Budeme-li hovořit o lagrangiánu L s volným parametrem A, bude se tím myslet
případ (2.74), podobně pro parametr B,C. Pokud by mohlo vzniknout nedorozumění,
vždy explicitně udáno, zda používáme přeškálované nebo nepřeškálované proměnné.
Zastavme se ještě u některých speciálních případů. O kvartickém oscilátoru (případ

γ-soft) již byla řeč výše. Pro úplnost je znázorněn průběh jeho potenciálu na obrázku
2.4.
Za povšimnutí stojí i situace, ve které C = 0 a lagrangián má tvar

L =
K

2

(

β̇2 + β2γ̇2
)

− Aβ2 − Bβ3 cos 3γ , (2.82)

či v proměnných a0, a2

L =
K

2

(

ȧ20 + 2ȧ
2
2

)

− A
(

a20 + 2a
2
2

)

− Ba0
(

6a22 − a20
)

. (2.83)

Po zavedení jednoduché substituce

x = a2
√
2, y = a0 (2.84)
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Obrázek 2.5: Zobrazení Hénon-Heilesova potenciálu. Na obrázku vlevo konturový graf poten-
ciálu v rovině xy. Kinematicky dostupná oblast pro energii E = 1 je znázorněna ve stupních
šedi. Odstín je tím tmavší, čím je potenciál hlubší. Dostupná oblast není uzavřená - těleso
se může při určitých energiích odpoutat a odlétnout jedním ze tří černých paprsků mimo vliv
potenciálu. Čárkovaně jsou vyznačeny svislé řezy, ve kterých je průběh potenciálu detailně zná-
zorněn v pravé části obrázku. Barvy si odpovídají. r je vzdálenost od počátku (x, y) = (0, 0).

a přeznačení parametrů

K = m, A =
mω2

2
, B = 3λ (2.85)

dostaneme

L =
m

2

(

ẋ2 + ẏ2
)

− mω2

2

(

x2 + y2
)

− λ

(

x2y − y3

3

)

. (2.86)

což je tzv. Hénon-Heilesův lagrangián, modelující pohyb tělesa hmotnosti m, pohybu-
jícího se s kruhovou frekvencí ω v potenciálu dvou gravitačně se přitahujících tělěs. O
Hénon-Heilesově systému se lze blíže dočíst v [9], [10]. Zde je jeho lagrangián citován
proto, aby byla zdůrazněna podobnost systému Hénon-Heilesova planetárního a systému
našeho. Kdybychom v rozvoji (2.5) vzali pouze členy kvadratické a kubické v α2µ, dostali
bychom přesně Hénon-Heilesův potenciál. Náš potenciál je rozšířený ještě o člen kvar-
tický, který popisuje silnou vazbu vůči silovému centru. Důsledkem toho i pro relativně
vysoké energie zůstává jádro stále kompaktní a pohyb v souřadnicích (β, γ) finitní. Pro
velmi vysoké energie se však reálné jádro začíná rozpadat, což naopak v našem modelu
zanhrnuto není.

Pro lepší představu o vlastnostech Hénon-Heilesova systému je na obrázku 2.5 vy-
značen jeho potenciál (užito škálování m = ω = λ = 1).
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2.7 Kvantování geometrického modelu

Pro úplnost zde uveďme základy kvantování geometrického modelu. Vychází z lagrangi-
ánu (2.25), z něhož zkostruujeme přechodem od sdružených rychlostí α̇2µ k hybnostem
π2µ hamiltonián H. V nejjednodušším případě provedeme kvantování standardním způ-
sobem tak, že místo souřadnic a budeme uvažovat operátory

α̂2µ π̂2µ = −i~ ∂

∂α2µ
, (2.87)

které splňují běžné komutační relace

[α̂2µ, α̂2ν ] = 0 [π̂2µ, π̂2ν ] = 0 [α̂2µ, π̂2ν ] = i~ δµν . (2.88)

Dále lze postupovat stejným způsobem, jaký jsme sledovali v klasickém případě – de-
finovat moment hybnosti, zavést Bohrovy proměnné. Místo Lagrangeových rovnic však
dostaneme rovnici Schrödingerovu, jejíž řešení budou vlastní funkce a vlastní energie
(spektrum).

Krátkou pasáží o kvantování uzavíráme kapitolu o klasických pohybových rovnicích
geometrického kolektivního modelu. Shrňme, k čemu jsme se dopracovali. Z nekonečných
rozvojů (2.5), (2.15) jsme vzali pouze několik prvních členů nejnižších řádů a pro ně od-
vodili lagrangián (2.25). Ukázali jsme, že rovnice se velmi zjednoduší, uvažujeme-li nu-
lový moment hybnosti. Po přeškálování v nich zůstane pouze jeden relevantní parametr,
který určuje kvalitativní chování systému. V kapitole 4 budeme numericky zkoumat jeho
vlastnosti v závislosti na tomto parametru a na energii.

Je důležité zdůraznit, že zanedbání vyšších členů v rozvoji (2.5), resp. (2.15) můžeme
provést pouze v případě, že tyto členy jsou opravdu zanedbatelné, a zanedbatelné jsou,
jestliže β ≪ 1. Z grafů 2.1, 2.2 je však zřejmé, že toto tvrzení platí pouze pro oblast sfé-
rických minim a malé energie. Deformovaná minima leží řádově na β ≈ 1 a s klesajícími
A dále rostou.

Tento závěr ukazuje, že z pohledu velikosti β k zanedbání vyšších členů rozvoje
oprávněni nejsme. Můžeme však tvrdit, že toto zanedbání můžeme udělat díky malosti
parametrů před členy vyššího řádu, analogických našim A,B,C. Jak ukazují autoři
článků [3] a [4], ve své kvantové podobě dává geometrický model pro konkrétní jádra a
pro nepříliš vysoké energetické hladiny souhlas s experimentem, takže zanedbání vyšších
členů má své opodstatnění. Geometrický model slouží jako východisko fyzikálních úvah
i dnes, například kritické dynamické symetrie [18] jsou odvozeny na jeho půdě. A jeho
potenciál vykazuje v limitě příbuznost s potenciálem realističtějšího IBM modelu, jak
je zmíněno v dodatku D.
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Kapitola 3

Klasický chaos

Pohyb jádra, který je popsán lagrangiánem (2.51), resp. (2.49) odvozeným v předchozí
kapitole, má pouze dva stupně volnosti (a0, a2), resp. (β, γ). Takovýto zdánlivě jednodu-
chý systém však může vykazovat řešení s velmi složitou strukturou. Ač je zcela klasický,
popsaný klasickými rovnicemi pohybu, přesto obecně nejsme schopni určit jeho trajek-
torii pro dlouhé časy, pokud nemáme k dispozici nekonečně přesné počáteční podmínky
a nekonečně přesnou numerickou metodu. Tomuto způsobu chování se říká determinis-
tický chaos. Abychom jej vůbec byli schopni kvalitativně popsat a diskutovat, musíme
nadefinovat nové veličiny či metody. To učiníme zde v této kapitole.

3.1 Základní pojmy pro hamiltonovské systémy

Hamiltonovské systémy jsou systémy, které lze popsat hamiltoniánem H(α, π) a jejich
časový vývoj se řídí podle Hamiltonových kanonických rovnic

α̇ =
∂H

∂π
π̇ = −∂H

∂α
, (3.1)

kde α = (α1, . . . , αN) označuje soubor kanonických souřadnic, π = (π1, . . . , πN) soubor
kanonických hybností1; N je počet stupňů volnosti (počet nezávislých souřadnic).
Hamiltonián H(α, π) je obecně určen Lagrangeovou tranformací lagrangiánu L(α, α̇)

H(α, π) = π · α̇(α, π)− L (α, α̇(α, π)) , (3.2)

kde π ·α̇ je zkratka pro součet π1α̇1+· · ·+πN α̇N a funkci α̇(α, π) získáme inverzí vztahu2

π =
∂L

∂α̇
. (3.3)

Přímočarým dosazením lze ukázat, že tímto postupem dostaneme z našeho lagran-
giánu (2.51) hamiltonián ve tvaru

H = T + V , (3.4)

1Toto označení volíme záměrně, abychom zůstali co nejvíce v souladu s předchozími kapitolami. V
literatuře je nejobvyklejší označení kanonické souřadnice q, kanonické hybnosti p.
2viz definici (2.17)
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kde T, V jsou dané vzorci (2.51).
Definujme ještě Poissonovy závorky3

{f, g} ≡ ∂f

∂α
· ∂g

∂π
− ∂g

∂α
· ∂f

∂π
(3.5)

a na jejich základě pohybové integrály I, pro které platí, že komutují s hamiltoniánem

{I,H} = 0 (3.6)

Nyní můžeme zavést pojem integrabilního systému. To je systém s N stupni volnosti,
který má N vzájemně na sobě nezávislých pohybových integrálů I = (I1, . . . , IN), které
jsou kompatibilní navzájem, tj. splňují relaci

{Ij, Ik} = 0 ∀j, k = 1, . . . , N . (3.7)

Z definice ihned vyplývá, že každý systém s jedním stupněm volnosti je integrabilní,
jeho integrálem pohybu je hamiltonián H. Pro systém s dvěma či více stupni volnosti
nic takového obecně neplatí. Navíc nalezení příslušných integrálů pohybu nemusí být
jednoduchou záležitostí.
Integrabilní systémy nevykazují chaotické chování, tj. všechny jejich trajektorie jsou

stabilní. Je pro ně možné totiž nalézt kanonickou transformaci do takových souřadnic a
hybností, v nichž bod popisující stav systému koná jednoduchý rotační pohyb ve fázo-
vém prostoru po plášti N -rozměrného toru4. Pro neintegrabilní systémy žádná takováto
transformace neexistuje, jejich trajektorie jsou složitější a vykazují chaotické chování. I v
těchto chaotických systémech se však mohou vyskytovat periodické trajektorie a oblasti
regularity.
Ukazuje se, že geometrický kolektivní model s lagrangiánem (2.51) integrabilní pro

B = 0.

3.2 Ljapunovovy exponenty

Ljapunovovy exponenty určují míru „rozbíháníÿ sousedních trajektorií ve fázovém pro-
storu. Zaveďme souhrnné označení pro kanonické souřadnice a hybnosti

ω ≡ (α1, . . . , αN , π1, . . . , πN) . (3.8)

Ljapunovův exponent pro trajektorii s počáteční podmínkou ω(0) se pak definuje vzta-
hem

λ = max lim
t→∞

1
t
ln

|∆ω(t)|
|∆ω(0)| , (3.9)

kde | • | je nějaká norma5, |∆ω(t)| = |ω′(t)− ω(t)| je rozdíl dvou trajektorií ve fázo-
vém prostoru v čase t a max značí maximum přes všechny sousední trajektorie ω′(t)

3Pro konkrétní případ dynamiky kvadrupólových deformací kolektivního modelu jsou Poissonovy
závorky zavedeny v dodatku C.
4Kanonické tranformace jsou definovány v učebnicích teoretické mechaniky, viz např. [12]. O tran-

formaci k souřadnicím akce – úhel, které popisují pohyb po plášti toru, se lze dočíst v [13].
5Pro připomenutí – norma musí splňovat tyto vlastnosti:
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vzdálené na počátku od trajektorie ω(t) o |∆ω(0)|. Tato vzdálenost by teoreticky měla
být infinitezimální, prakticky stačí, pokus se volí, aby byla malá vzhledem k nějakému
charakteristickému rozměru fázového prostoru.

Ukazuje se, že pro stabilní – regulární – sousední trajektorie platí, že jejich vzdálenost
v čase roste lineárně, |∆ω(t)| ≈ Ct, kde C je konstanta úměrnosti. Asymptotické chování
Ljapunovova exponentu se řídí vztahem

λ ≈ lim
t→∞

lnCt

t
= 0 . (3.10)

Naproti tomu pro nestabilní – chaotické – trajektorie je nárůst |∆ω(t)| exponenciální,
|∆ω(t)| ∼ eCt. Ljapunovův exponent je v tomto případě

λ ≈ lim
t→∞

Ct

t
= C ≥ 0 . (3.11)

K definici Ljapunovova exponentu (3.9) je třeba připojit důležitou poznámku. Je-li
pro nějaký systém λ > 0 a sousední trajektorie ω(t), ω′(t) se od sebe v čase vzdalují
exponenciálně,

|∆ω(t)| = |∆ω(0)| eλt , (3.12)

pak platí, že v limitě t → ∞ je vzájemná vzdálenost trajektorií nekonečná. To ovšem
nelze splnit, pokud je kinematicky dostupná oblast systému omezená ve fázovém pro-
storu. Prakticky to znamená, že čas t v definici Ljapunovova exponentu musí být sice
dostatečně velký, ale nejvýše takový, aby vzdálenost trajektorií |∆ω(t)| nedosáhla cha-
rakteristické velikosti fázového prostoru.

3.3 Poincarého řezy

Druhý způsob, jak klasifikovat a kvantitativně popisovat chaotické chování, je užití
Poincarého řezů. To jsou rovinné řezy 2N -rozměrným fázovým prostorem. V případě
systémů s dvěma stupni volnosti je to vhodný prostředek k popisu. Fázový prostor je
v tomto případě čtyřrozměrný, zachovávající se energie omezuje pohyb na třírozměrnou
nadplochu a rovinný Poincarého řez též fixuje jeden rozměr. Zbývající dva rozměry
jsou právě dva rozměry řezu. V tomto případě je tedy každým bodem řezu trajektorie
jednoznačně určena.

Definujme zde regulární trajektorii6 jako trajektorii, která v kinematicky dostupné
oblasti fázového prostoru zaplňuje plochu míry 0 (trajektorie leží na nadploše, která
má o nejméně jednu dimenzi méně než nadplocha rozměru 2(N − K), kde K je počet
všech integrálů pohybu včetně energie) a trajektorii chaotickou, která díky ergodickému

1. |∆ω| ≥ 0, |∆ω| = 0⇔ ∆ω = 0

2. |h∆ω| = |h| |∆ω|, h ∈ R

3. |∆ω1 +∆ω2| ≤ |∆ω1|+ |∆ω2|

6Tato definice je učiněna na základě jiných vlastností než definice vycházející ze stability trajektorií,
která byla vyřčena v souvislosti s Ljapunovovými exponenty. Přesto se ukazuje, že jsou ekvivalentní.
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teorému v limitě nekonečného času zaplní část 2(N−K)-rozměrné nadplochy7. Toto roz-
dělení na regulární a chaotické trajektorie platí pouze přibližně, v učebnicích o klasickém
chaosu, např. v [10], se ukazuje, že i trajektorie, které se jeví jako regulární, vykazují
při velkém zvětšení určitou míru ergodičnosti. Poměr zaplnění kinematicky dostupné
2(N −K)-rozměrné nadplochy je však řádově menší než u trajektorií, které jsme nazvali
chaotické. My nebudeme tuto fraktální strukturu brát v úvahu. Uvidíme, že naše dělení
trajektorií na regulární a chaotické již dává netriviální kvantitativní výsledky.

Za zmínku ještě stojí, že existuje zvláštní případ trajektorií regulárních – trajektorie
periodické. Pro ty platí, že se za konečný čas uzavřou, tj. ve fázovém prostoru dosáhnou
stejného bodu, ve kterém byly na počátku.

Na závěr zavedeme veličinu, pomocí níž lze Poincarého řezy kvalitativně popsat.
Nechť Sreg je plocha Poincarého řezu zaplněná regulárními trajektoriemi, Stot je celková
plocha kinematicky dostupné oblasti řezu, pak

freg ≡ Sreg

Stot

(3.13)

určuje „míru chaosuÿ v daném systému. Z definice vyplývá, že může nabývat hodnot
0 ≤ freg ≤ 1, přičemž hodnota freg = 1 odpovídá případu systému integrabilního,
freg = 0 úplně chaotického.

7Exaktní definice ergodičnosti je uvedena např. v publikaci [14].



Kapitola 4

Výsledky

V této kapitole budou ukázány vlastnosti řešení pohybových rovnic pro kvadrupólové
deformace jádra při nulovém momentu hybnosti v klasickém geometrickém modelu, jak
jsme odvodili v kapitole 2. Rovnice zní1

Kä0 = −2Aa0 − 3B (a20 − 2a22)− 4Ca0 (a20 + 2a
2
2)

Kä2 = −2a2 [A − 3Ba0 + 2C (a20 + 2a
2
2)] ,

(4.1)

kde a0 = a0(t), a2 = a2(t) jsou souřadnice, které určují deformaci jádra v jeho vlastní
souřadné soustavě, A,B,C,K jsou vnější parametry, v závislosti na nichž nás bude
zajímat chování systému.

Díky škálování, jak bylo popsáno v sekci 2.6, se stačí omezit pouze vyšetřování zá-
vislosti na jednom z parametrů A, B nebo C a ostatní parametry včetně „hmotnostiÿ K
volit rovny jedné. Druhou proměnnou, na níž mohou vlastnosti řešení záviset a kterou
budeme měnit, bude energie.

Nejvíce se budeme věnovat dvěma případům:

1. B je proměnné, A = −1, C = K = 1

2. A je proměnné, B = C = K = 1

Mezi nimi lze přepočítávat pomocí škálovacích vztahů (2.70), (2.73) a (2.76).

Systém se chová chaoticky, míra jeho chaotického chování je však obecně různá pro
různé hodnoty volného parametru a energie. Budeme zkoumat, pro jaké jejich hodnoty
dochází k výraznému nárůstu či poklesu regularity, například jak se mění chování v okolí
fázových přechodů.

V kapitole 3 byly ukázány dva postupy, jak chaotičnost či regularitu měřit. U metody
založené na Ljapunovových exponentech je nutné se vypořádat s určitými numerickými
obtížemi, zejména s tím, že v definici exponentu (3.9) se vyskytuje limita t → ∞, ale jak
bylo řečeno, nestabilní sousední trajektorie by se v tomto čase od sebe měly nekonečně
vzdálit, což u našeho systému vykonávajícího finitní pohyb není možné. V praxi musíme
proto volit konečné časy. Růst vzdálenosti v čase však v žádném případě není přesně

1viz vztah (2.50)
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exponenciální, nemusí být ani monotónní. Může se například stát, že se trajektorie
jeví téměř jako regulární a teprve po nějaké době začne vykazovat nestabilní chaotické
chování2. V našem případě se ukázalo vhodnější použít metody měření fázového objemu,
která je také názornější. Všechny kvantitativní výsledky této kapitoly budou vycházet
z výpočtu regulární části Poincarého řezu, jejíž definici, danou vztahem (3.13), zde pro
úplnost přepišme:

freg ≡ Sreg

Stot

. (4.2)

Volíme speciální Poincarého řez, daný rovinou a2 = 0. Souřadnice tohoto řezu jsou
(a0, p0), kde p0 je hybnost sdružená se souřadnicí a0. Jelikož mezi hybnostmi a rychlostmi
platí jednoduchý vztah úměrnosti (2.19), budeme Poincarého řez znázorňovat v rovině
(a0, v0), kde jsme označili v0 ≡ ȧ0. Zopakujme, že v případě našeho systému se dvěma
stupni volnosti se pohyb odehrává ve čtyřrozměrném fázovém prostoru po třírozměrné
energetické nadploše. Daným Poincarého řezem jeden další rozměr fixujeme a zbylé dva
rozměry jsou již na řezu zobrazeny. Každý bod řezu tedy jednoznačně udává trajektorii.

O numerických metodách řešení a přesnosti výpočtů pojednává příloha A.

4.1 Regularita v okolí nulové energie

V této části shrneme a rozšíříme výsledky, které jsou uvedeny v článku [19]3. Začneme
zkoumáním vlastností systému v okolí nulové energie, neboť na základě obrázků 2.1
a 2.2, kde je zobrazen průběh našeho potenciálu V (β, γ), můžeme předpokládat, že v
okolí nulové energie bude docházet ke kvalitativním změnám řešení, které se promítne i
do velikosti regulární části freg. Zatímco pro energie E < 0 systém nemůže dosáhnout
nedeformovaného stavu, tj. stavu s β = 0, pro energie E > 0 to již možné je.

Na obrázcích 4.1, 4.2 je závislost freg(A), resp. freg(B). Podle závěrů sekce 2.6 o šká-
lování jsou oba grafy ve vzájemném vztahu podle vzorce

A = − 1
B2

. (4.3)

Uvádíme je zde záměrně oba, jednak pro ilustraci toho, jak se vlastně škálování proje-
vuje, jednak proto, že budeme z obou variant v dalším vycházet.

Chování systému v závislosti na volném parametru při nulové energii se je velmi
netriviální. Jsou zde patrná výrazná maxima a minima regularity. Vycházejme z případu
s volným parametrem B. Jak bylo řečeno výše, na člen kubický v β v lagrangiánu (2.51)
lze pohlížet jako na poruchu integrabilního systému, která je řízená právě parametrem
B.

Postupujme s parametrem B od nulové hodnoty výše. Pro B = 0 je systém integra-
bilní a mělo by pro něj být freg = 1. To je v souladu s výpočtem a lze se o tom přesvědčit

2S touto nesnází se vypořádávali i autoři článku [15], kteří problém diskutují důkladněji a ukazují i
jeho možné řešení.
3Článek je přetištěn v dodatku E.
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Obrázek 4.1: Závislost freg(A) pro energii E=0.

Obrázek 4.2: Závislost freg(B) pro energii E=0.

například z grafu 4.2. Překvapující není ani to, že zprvu při vzrůstu B regularita mono-
tónně klesá přibližně podle lineárního vztahu

freg = 1− 4.4B . (4.4)

Očekávali bychom, tento vývoj bude pokračovat do té doby, dokud regulární oblasti
zcela nevymizí, tj . dokud nebude freg = 0. To se ale nepotvrzuje. Okolo hodnoty
B ≈ 0.2 vztah (4.4) přestává platit. Pro B = 0.24 dostáváme globální minimum závis-
losti freg(B), i v tomto minimu je však freg > 0. Při dalším zvyšování B pozorujeme
výrazná maxima a minima regularity, která jsou modulována jemnější strukturou. Hod-
noty parametru B, pro která maxima a minima regularity nastávají, jsou uvedeny v
tabulce 4.1. Tučně jsou vyznačeny významnější extrémy.
Od hlubokého minima B = 1.09 začíná regularita stoupat. V bodě B = 1.58 je



42 KAPITOLA 4. VÝSLEDKY

Maxima regularity Minima regularity
č. A B freg č. A B freg

1 −∞ 0 1 1 -17.36 0.240 0.129
2 -13.80 0.269 0.189 2 -13.22 0.275 0.159
3 -11.40 0.296 0.343 3 -10.40 0.310 0.330
4 -10.20 0.313 0.402 4 -9.92 0.317 0.313
5 -9.84 0.319 0.390 5 -6.57 0.390 0.240
6 -5.03 0.446 0.645 6 -4.98 0.448 0.553
7 -4.80 0.456 0.597 7 -4.73 0.460 0.483
8 -4.60 0.466 0.505 8 -4.20 0.488 0.239
9 -3.50 0.535 0.630 9 -3.43 0.540 0.593
10 -2.60 0.62 0.754 10 -1.29 0.88 0.370
11 -1.23 0.90 0.377 11 -1.11 0.95 0.325
12 -1.06 0.97 0.338 12 -0.84 1.09 0.166
13 -0.55 1.35 0.844 13 -0.40 1.58 0.800
14 0 ∞ 1

Tabulka 4.1: Význačné body (extrémy) freg pro E = 0. Tučně jsou vyznačeny extrémy hlavní.

poslední nevýrazné minimum, od kterého je nárůst monotónní a pro B → ∞ je freg = 1.
Systém se zde na nulové energii chová opět zcela regulárně. Není však integrabilní. Jak
uvidíme dále z obrázku 4.10, pro energie vyšší než nula nastává prudký pokles regularity.

K důkladnějšímu prozkoumání vlastností freg v okolí nulové energie se podívejme
energetické závislosti freg(E) pro některé hodnoty parametru B. Zvolme k tomu hlavní
extrémy grafu 4.2, tj. body, které jsou označeny tučně v tabulce 4.14. Každé z hodnot
B = 0.24, . . . , 1.09 odpovídá jeden z obrázků 4.3–4.9. Integrabilní případ B = 0 není
zakreslen, neboť jeho energetická závislost je triviální, freg(E) = 1 pro všechny možné
hodnoty energií. Případ B → ∞ je na obrázku 4.10. Škálování s volným parametrem B
zde však nemá smysl, je proto užito škálování s parametrem A.

V části (a) každého z obrázků je zakreslena vlastní energetická závislost. Detail okolí
nulové energie je v části (b). V části (c) je znázorněn odpovídající potenciál V (β, γ)
pro dvě speciální hodnoty γ = 0 (plnou čarou) a γ = π/6 (čárkovanou čarou) a v něm
v podobě „hladinÿ lokální extrémy závislosti freg(E). Maximům regularity odpovídá
červená hladina, minimům žlutá. Červené plochy odpovídají zcela regulárním oblastem
freg = 1, žluté zcela chaotickým freg = 0.

4Hodnoty parametrů B, pro která nastávají minima či maxima závislosti freg(B) při E = 0, jak jsou
uvedena v tabulce 4.1, byly zpřesněny později, než byl proveden výpočet těchto energetických závislostí.
V případě maxima B = 0.390 byla energetická závislost počítána pro B = 0.380, u maxima B = 0.446
byla počítána pro B = 0.445 a u minima B = 0.488 to bylo B = 0.485. Jelikož nás nezajímá ani tak
to, jak vypadá energetická závislost přesně v extrémech, ale to, jak se obecně chová systém v okolí
E = 0, neovlivní tyto nepatrné odchylky naše další úvahy. Extrémy byly zvoleny pouze proto, že pro
ně očekáváme nějaké „extrémně charakteristickéÿ chování.
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Obrázek 4.3: (a) Závislost freg(E) v bodě B = 0.24 (minimum č. 1 z tabulky 4.1); v části (b)
je detail okolo E = 0. (c) Znázornění potenciálu V (β, γ = 0) (plnou čárou) a V (β, γ = π/6)
(čárkovanou čárou) a v něm červeně maxima a žlutě minima regularity jako „hladinyÿ. Žlutě
vybarvená oblast označuje pás, ve kterém je freg ≈ 0, v červeně vybarvené oblasti je freg = 1.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.353 · · · − 0.275 1 1 -0.103 0.002
2 -0.052 0.058 2 0.005 0.113
3 0 0.129 3 0.020 0.111
4 0.006 0.173 4 0.12 . . . 0.26 0
5 0.022 0.168 5 0.60 0.008
6 0.80 0.162 6 1.02 0.022
7 30 . . .∞ 1

Tabulka 4.2: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.24.
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Obrázek 4.4: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B = 0.3125.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.393 · · · − 0.27 1 1 −0.070 · · · − 0.046 0
2 0 0.400 2 0.0016 0.182
3 006 0.249 3 0.029 0.153
4 0.037 0.201 4 0.29 . . . 0.58 0
5 0.74 0.038 5 1.17 0.004
6 70 . . .∞ 1

Tabulka 4.3: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.3125.



4.1. REGULARITA V OKOLÍ NULOVÉ ENERGIE 45

(a) (c)

(b)

β

E

-1.5 -1 -0.5 0.5 1

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Obrázek 4.5: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B = 0.38.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.434 · · · − 0.25 1 1 −0.128 · · · − 0.64 0
2 -0.015 0.118 2 -0.011 0.070
3 0 0.241 3 0.008 0.225
4 0.016 0.290 4 0.054 0.086
5 0.067 0.128 5 0.21 . . . 0.54 0
6 0.67 0.079 6 0.054 0.002
7 1.34 0.079 7 2.1 0.002
8 250 . . .∞ 1

Tabulka 4.4: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.38.
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Obrázek 4.6: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B = 0.445.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.478 · · · − 0.227 1 1 −0.098 · · · − 0.78 0
2 0 0.644 2 0.025 0.143
3 0.031 0.280 3 0.25 0.007
4 0.62 0.028 4 0.78 0.008
5 1.96 0.193 5 3.91 0.017
6 240 . . .∞ 1

Tabulka 4.5: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.445.
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Obrázek 4.7: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B = 0.485.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.508 · · · − 0.25 1 1 -0.130 0.027
2 -0.009 0.461 2 0 0.249
3 0.012 0.456 3 0.037 0.282
4 0.046 0.321 4 0.37 0
5 1.86 0.096 5 2.10 0.049
6 2.34 0.202 6 5.28 0.025
7 340 . . .∞ 1

Tabulka 4.6: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.485.
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Obrázek 4.8: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B = 0.62.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.622 · · · − 0.18 1 1 -0.075 0.680
2 -0.016 0.749 2 -0.007 0.724
3 0 0.754 3 0.6 0.099
4 0.7 0.115 4 0.8 0.047
5 1.0 0.123 5 1.6 0.020
6 3.6 0.275 6 4.4 0.194
7 5.0 0.296 7 7.5 0.158
8 12 0.244 8 17 0.135
9 600 . . .∞ 1

Tabulka 4.7: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.62.
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Obrázek 4.9: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B = 1.09.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −1.253 · · · − 0.111 1 1 0 0.166
2 0.033 0.433 2 1.0 . . . 2.6 0
3 5.09 0.372 3 6.52 0.093
4 8.57 0.308 4 11.6 0.037
5 32.4 1 5 81.5 0.293
6 8000 . . .∞ 1

Tabulka 4.8: Význačné body (extrémy) freg(E) pro B = 0.109.
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Obrázek 4.10: Stejné jako u obrázku 4.3, jen pro B → ∞ ve škálování s volným parametrem
A při hodnotách A = 0, B = 1.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 −0.105 . . . 0 1 1 0.20 0
2 0.34 0.049 2 0.40 0.007
3 0.46 0.041 3 0.65 . . . 1.26 0
4 3.2 0.269 4 5.0 0.253
5 6.0 0.610 5 9.0 0.416
6 19 . . . 24 1 6 60 0.370
7 5000 . . .∞ 1

Tabulka 4.9: Význačné body (extrémy) freg(E) pro A = 0, B = 1.
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Obrázek 4.11: Závislost freg(E) v bodě fázového přechodu od deformovaných k nedeformo-
vaným tvarům jádra (A = 1

4 , B = 1). K jednotlivým částem popis stejný jako u obrázku
4.3.

Maxima regularity Minima regularity
č. E freg č. E freg

1 0 . . . 0.0013 1 1 0.02 . . . 0.08 0
2 0.10 0.015 2 0.12 . . . 0.20 0
3 0.25 0.119 3 0.34 . . . 1.26 0.038
4 0.45 0.272 4 0.52 . . . 0.80 0
5 6.3 0.698 5 10 0.529
6 20 1 6 63 0.398
7 8000 . . .∞ 1

Tabulka 4.10: Význačné body (extrémy) freg(E) pro oblast fázového přechodu A = 1
4 , B = 1.
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Všechny obrázky vykazují podobné kvalitativní chování. Do určité oblasti nad glo-
bálním minimem, které nastává v bodě určeném vztahem (2.61), se systém chová zcela
regulárně. Pak začne najednou freg prudce klesat, pro hodnoty B = 0.24, 0.3125, 0.445
až zcela na nulu. Tam dokonce chvíli setrvává, než se začne znovu zvedat. V okolí E = 0
se objevuje složitá struktura s ostrými extrémy velmi blízko u sebe. Důležité pozorování
je, že na energii E = 0 je vždy extrém. Pozoruhodné je to, že i když v grafu 4.2 závis-
losti freg(B) nastává pro hodnoty B = 0.24, 0.38 minimum, v energetická závislosti se
objevuje maximum, i když nepříliš výrazné. V bodech B = 0.485, 1.09 jsou však minima
v obou závislostech freg(B) i freg(E).

S pokračujícím zvedáním energie opustíme bohatou oblast okolí E = 0 a regularita
klesne znovu na nulu nebo téměř na nulu, kde delší dobu setrvává, případně se zde objeví
velmi nevýrazné ploché maximum. Nad energií E = 1 je ještě alespoň jedno výraznější
maximum a poté začne regularita monotónně přibližně logaritmicky růst, až dosáhne
hodnoty freg = 1. Pak již k žádným dalším změnám nedochází, pro vyšší energie už
zůstává systém regulární. To je způsobeno tím, že jsme dosáhli takových energií, pro
které v potenciálu (2.51) dominuje kvartický člen, a přiblížili jsme se opět velmi těsně
k integrabilnímu případu, ke kvartickému oscilátoru.

V grafech 4.8, 4.9 a 4.10 pro B = 0.62, 1.09 a B → ∞ dochází ještě k jednomu
pozoruhodnému úkazu. Nad energií E = 1 se objevuje další oblast složité struktury s
několika maximy a minimy. Pro B = 1.09 zde dokonce pro energii E = 32.4 vystoupí
regularita až k jedničce, avšak hned znovu prudce klesne, než začne definitivně logarit-
micky růst. To samé nastane pro B → ∞ pro energii E = 19.5.5 Příčina vzniku těchto
maxim zatím není objasněna.

Pozoruhodný závěr této diskuse je také ten, že pro energii E = 0 nedochází pro
žádnou hodnotu vnějšího parametru k tomu, že by freg kleslo úplně na nulu, kdežto pro
jiné energie, ať kladné či záporné toto možné je.

4.2 Oblast A > 0

V této části rozšíříme výsledky o oblast parametrů A > 0. Abychom mohli popsat i
průchod hodnotou A = 0, budeme vycházet z parametrizace dané volným parametrem
A.

Grafy závislosti freg(A) jsou pro různé energie znázorněny na obrázku 4.12, detaily
okolí A = 0 jsou na grafech 4.13.

Pohleďme zejména na novou oblast okolí A = 0 a A > 0. Pro všechny zobrazené
energie se zde vyskytuje toto chování – velikost plochy Poincarého řezu zaplněné regu-
lárními trajektoriemi klesne až na nulu6, kde chvíli setrvává, přičemž u některých energií
se objevují slabá maxima (nejvýraznější je to u energie E = 0.35). Poté začne stoupat
a brzy dosáhne maxima freg = 1, na kterém při dalším zvyšování A setrvává.

5Je však stále třeba mít na paměti, že výpočty B → ∞ jsou v jiném škálování než výpočty pro B
konečné. V tomto škálování pomocí A například parametru B = 1.09 odpovídá A = −0.84 a energie ve
škálování s volným B EB = 32.4 má zde hodnotu EA =

EB

B4
= 23.0.

6Pro vyšší energie tento pokles nastává již pro A < 0.
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Obrázek 4.12: Závislost freg(A) pro různé energie. Pro každou energii je graf ohraničen dvěma
vodorovnými čarami. Spodní odpovídá freg = 0, horní freg = 1.
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Obrázek 4.13: Závislost freg(A) pro různé energie v okolí A = 0.

Pro A = 0.25 dochází podle toho, co bylo řečeno v části 2.4, k fázovému přechodu,
který je v případě kvantového geometrického modelu spojen s přibližnou dynamickou
symetrií X(5). Zde se však žádný nárůst regularity nepozoruje. Jsme již pravděpodobně
velmi vzdáleni předpokladům, za kterých se tato přibližná dynamická symetrie v od-
vozuje7. Z obrázku 4.11 je navíc vidět, že nedochází ani k významné změně chování,
porovnáme-li jej s obrázkem 4.10 pro A = 0.

4.3 Poincarého řezy

Na závěr této kapitoly ukažme, jak vlastně vypadají Poincarého řezy a trajektorie, po
kterých se pohybuje systém v prostoru kolektivních parametrů a0, a2.
Nejprve se podívejme, jak vypadají regulární trajektorie v konkrétním případě Po-

incarého řezu. Na obrázku 4.14 je znázorněn řez pro B = 0.445 a E = 0. Každý bod
označuje jeden průchod jedné trajektorie rovinou řezu, tj. rovinou a2 = 0. Regulární
oblasti na obrázcích vypadají jako prázdná bílá místa nebo místa vyplněná regulárními
trajektoriemi – ty vypadají jako spojité čáry nejčastěji oválného tvaru, nebo jako izo-
lované body či kousky čar. Chaotické oblasti jsou body naopak body téměř homogenně
pokryty.
Čtyřmi barvami jsou v řezu vyznačeny průchody čtyř regulárních trajektorií, které

jsou stejnými barvami v dalších částech obrázku zakresleny. Na obrázku 4.15 je znázor-

7Viz druhý článek [18].
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(b) (c)

(d) (e)

Obrázek 4.14: (a) Poincarého řez pro B = 0.445, A = −1, C = K = 1 a nulovou energii
(maximum č. 6 z tabulky 4.1) pro 52 trajektorií a 50000 průchodů rovinou a2 = 0. V řezu jsou
barevně znázorněny stopy čtyř regulárních trajektorií (b) – (e). Černou čarou je zakreslena
dostupná oblast.
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něno navíc pět periodických trajektorií – trajektorií, které protínají rovinu Poincarého
řezu pouze v konečném počtu bodů.

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.0
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1.0
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a2

Obrázek 4.15: Pět periodických trajektorií pro B = 0.445, E = 0.

Dále zobrazme na obrázku 4.16 Poincarého řezy pro B = 1.09 a ty hodnoty energie,
které odpovídají maximům a minimům závislosti freg(E), jak jsou uvedeny v tabulce
4.8. Tyto obrázky mohou sloužit zejména pro ilustraci toho, jak rozmanitě mohou řezy
vypadat a jak se jejich struktura výrazně kvalitativně mění v závislosti na změnách
parametrů nebo energie. Část (a) obrázku znázorňuje zcela regulární situaci pro energii
E < 0. Naopak část (k) zobrazuje přibližování k regularitě pro energii E ≫ 0. V části (i)
je znázorněna speciální zcela regulární situace pro E = 32.4. Příklad zcela chaotického
případu je v části (d).
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Obrázek 4.16: Poincarého řezy pro B = 1.09 pro energie v extrémech závislosti freg(E), jak
jsou uvedeny v tabulce 4.8. Každý graf byl počítán pro 52 náhodně zvolených trajektorií,
průchodů rovinou řezu a2 = 0 je celkem 30000.
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Obrázek 4.17: . . .a na závěr ukázka toho, jaká rozmanitost se skrývá v Poincarého řezech.
V tomto řezu se objevují dvě rybičky. (A = −1, B = 0.62, E = 3.6, řez je oproti předchozím
obrázkům otočen o 90o.)



Dodatek A

Numerické výpočty

V tomto dodatku budou stručně shrnuty numerické algoritmy, které byly použity při
řešení pohybových rovnic (4.1)1. Ukážeme úskalí, na která narazíme při integraci neli-
neárních rovnic, snažíme-li se určit chaotickou, tj. nestabilní trajektorii. Popíšeme zde
také metodu použitou pro výpočet části plochy Poincarého řezu zaplněné regulárními
oblastmi freg, přičemž veličina freg je definována vztahem (3.13).

A.1 Řešení obyčejných diferenciálních rovnic
Runge-Kuttova metoda

V této práci se zabýváme řešením pohybových rovnic (Lagrangeových rovnic II. druhu),
což jsou obyčejné diferenciální rovnice 2. řádu pro časový vývoj systému. Nechť má
systém N stupňů volnosti. Označme jeho souřadnice xi = xi(t), kde i = 1, . . . , N . K
jednoznačnému určení řešení potřebujeme soustavu N takovýchto rovnic a příslušné
počáteční podmínky, které můžeme psát obecně ve tvaru

d2xi

dt2
= fi (t, x1(t), . . . , xN(t), ẋ1(t), . . . , ẋN(t))

xi(t0) = xi0 (A.1)

ẋi(t0) = vi0 ,

kde f je libovolná funkce času t, souřadnic xi a jejich časových derivací ẋi – rychostí.
Souřadnice a rychlosti na počátku v čase t0 jsme označili xi0, resp. vi0.

Pro další úvahy je výhodné převést tyto rovnice 2. řádu na soustavu rovnic 1. řádu.
K tomu účelu zavedeme

vi(t) ≡
dxi(t)
dt

(A.2)

a ty vložíme do (A.1);

K
dvi(t)
dt

= fi (t, x1(t), . . . , xN(t), v1(t), . . . , vN(t)) . (A.3)

1Velkou inspirací pro algoritmy byla kniha [7].

59



60 DODATEK A. NUMERICKÉ VÝPOČTY

Nyní provedeme pouhé přeznačení pomocí 2N funkcí zj(t)

zi(t) ≡ vi(t)
zi+N(t) ≡ xi(t)

(A.4)

a pomocí 2N funkcí hj(t, z1(t), . . . , z2N(t))

hi(t, z1(t), . . . , z2N(t)) ≡ fi(t, z1(t), . . . , z2N(t))
hi+N(t, z1(t), . . . , z2N(t)) ≡ zi(t) = vi(t) ,

(A.5)

přičemž i = 1, . . . , N . Zapíšeme-li tyto funkce souhrnně jako

z(t) ≡ (z1(t), . . . , z2N(t))
h(t, z(t)) ≡ (h1(t, z(t)), . . . , h2N(t, z(t)) ,

(A.6)

dostanou rovnice (A.2), (A.1) kompaktní tvar

dz(t)
dt
= h(t, z(t)) . (A.7)

Původní soustavu N diferenciálních rovnic 2. řádu (A.1) jsme převedli na soustavu
rovnic 1. řádu. Zaplatili jsme ovšem daň v podobě zdvojnásobení počtu rovnic.
Nyní již máme půdu připravenou na to, abychom se mohli pustit do vlastního nu-

merického řešení. Zaměřme se na metodu, která se nazývá Runge-Kuttova.
Nejprve diskretizujeme čas volbou časového kroku k:

tn ≡ t0 + nk (A.8)

z0 ≡ z(t0) , (A.9)

kde n = 1, 2, . . . je pořadí kroku a t0 počáteční čas. Runge-Kuttova patří mezi metody
jednokrokové, tj. metody, ve kterých řešení zn+1 odvozujeme pouze na základě znalosti
řešení v předchozím kroku zn:

zn+1 = zn +
s

∑

i=1

airi (A.10)

r1 = h (tn, zn)

ri = h

(

tn + bik, zn +
i−1
∑

j=1

cijrj

)

i = 2, . . . , s . (A.11)

Koeficienty ai, bi, cij jsou charakteristické pro každou jednotlivou jednokrokovou metodu.
Pro daný stupeň s se dají odvodit z požadavku, aby se toto diskrétní, aproximované
řešení co nejvíce přibližovalo řešení exaktnímu. Pro Runge-Kuttovu metodu – metodu
stupně s – se odvozuje:

r1 = kh(tn, zn)

r2 = kh

(

tn +
k

2
, zn +

r1
2

)

r3 = kh

(

tn +
k

2
, zn +

r2
2

)

(A.12)

r4 = kh (tn + k, zn + r3)

zn+1 = zn +
r1
6
+
r2
3
+
r3
3
+
r4
6
+O(k5) .
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Symbol O(k5) označuje, že tato metoda je 4. řádu v k.

Runge-Kuttova metoda, je jednou z nejzákladnějších metod numerického řešení dife-
renciálních rovnic. V [7] jsou popsána její možná rozšíření a další, důmyslnější metody.
Mezi největší nevýhodu této základní verze Runge-Kuttovy metody patří to, že časový
krok je konstantní během celého výpočtu a že nelze kontrolovat přesnost výpočtu. Vět-
šina výpočetního času se tak stráví v oblastech, kde by k dosažení požadované přesnosti
stačil i mnohonásobně delší krok, a jen malý zlomek výpočtu probíhá tam, kde je malého
kroku potřeba. Důmyslnější, tzv. adaptivní jednokrokové metody v sobě mají zabudo-
vánu vazbu mezi velikostí kroku a jeho chybou. Tím nejenže dokáží kontrolovat přesnost
výpočtu, ale také jej výrazně urychlují.

V naší práci jsme vyzkoušeli použít adaptivní Runge-Kuttovu metodu a Cash-Karpo-
vu metodu. Nedošlo však ani ke zpřesnění, ani ke zrychlení výpočtu. Je to způsobeno
tím, že naše nelineární rovnice vykazují nestabilní (chaotická) řešení, jejichž Ljapuno-
vův exponent2 nabývá hodnot λ > 1. To znamená, že po určitém čase se libovolně malá
odchylka v počátečních podmínkách (a tedy i libovolně malá nepřesnost během výpo-
čtu) projeví velkou odchylkou v řešení. V chaotickém systému nejsme prakticky schopni
určit trajektorii částice pro libovolně dlouhé časy. To nás naštěstí nemusí znepokojovat.
Naše výsledky nejsou založeny na zkoumání konkrétní trajektorie, ale na poznatku, že
chaotická trajektorie zaplní v limitě nekonečného času určitou oblast fázového prostoru
a že tak učiní každá trajektorie z této oblasti (ergodičnost).

Jak bylo ukázáno v části 3.3, ve fázovém prostoru se vyskytují nejen chaotické oblasti,
ale i oblasti pseudoregulární, ve kterých λ ≈ 0. Z těchto důvodů se jako nejlepší a
nejuniverzálnější projevila obyčejná metoda Runge-Kuttova. Časový krok byl volen v
intevalu 10−5 až 2 · 10−4.
Následuje pro orientaci příklad funkce RungeKuttaxy pro výpočet sady trajektorií

naprogramované v jazyce C++. Vstupním parametrem je POCET počátečních podmínek
v Bohrových proměnných (viz sekce 2.2.4) β0, γ0, β̇0, γ̇0, výstup probíhá do souboru f .

double RungeKuttaxy(int POCET, FILE *f, double *pocb, double *pocg,

double *pocvb, double *pocvg, double maxt)

// POCET ... pocet najednou resenych trajektorii

// f ... soubor otevreny pro zapis, do ktereho jsou ukladana vypoctena data

// v casovem intervalu ckrok ve formatu [cas, a0_1, a2_1, ..., a0_POCET, a2_POCET]

// poc?? ... pocatecni podminky v promennych (beta, gammma)

// maxt ... cas, pro ktery hledame trajektorie

{ // Runge Kutta 4. radu

double *x = new double[POCET],

*y = new double[POCET], // hodnoty parametru

*vx= new double[POCET],

*vy= new double[POCET]; // "rychosti" == derivace

// Konstanty vypoctu

double krokt = 5E-5; // casovy krok pri reseni DR

2Jeho definice viz (3.9).
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int i; // indexace 1...POCET

int poc = 0; // pocet provedenych kroku

double t = 0; // cas

double ckrok = 1/3.; // casovy krok pro vystup na konzoli

double tkon = ckrok; // dalsi vystup na konzoli

// Prevedeni pocatecnich podminek v (beta, gamma) na (x, y) = (a0, a2)

for(i = 0; i < POCET; i++)

{

double sg = sin(pocg[i]);

double cg = cos(pocg[i]);

x[i] = pocb[i]*cg;

y[i] = pocb[i]*sg/sqrt(2.);

vx[i] = pocvb[i]*cg - pocb[i]*pocvg[i]*sg;

vy[i] = (pocvb[i]*sg + pocb[i]*pocvg[i]*cg)/sqrt(2.);

}

// Pocatecni podminky zaznamenej do souboru

fprintf(f, "%E\t", t);

for(i = 0; i < POCET; i++)

fprintf(f, "%E\t%E\t", x[i], y[i]);

fprintf(f, "\n");

// Jadro vypoctu Runge - Kutta

for(t = 0; t < maxt; t += krokt)

{

double k2 = krokt/2.;

double Fx1, Fx2, Fx3, Fx4,

Fy1, Fy2, Fy3, Fy4,

vx1, vx2, vx3, vx4,

vy1, vy2, vy3, vy4;

for(i = 0; i < POCET; i++)

{

vx1 = vx[i]; vy1 = vy[i];

PravaStranaxy(Fx1, Fy1, x[i], y[i], vx1, vy1);

vx2 = vx[i] + k2*Fx1; vy2 = vy[i] + k2*Fy1;

PravaStranaxy(Fx2, Fy2, x[i] + k2*vx1, y[i] + k2*vy1, vx2, vy2);

vx3 = vx[i] + k2*Fx2; vy3 = vy[i] + k2*Fy2;

PravaStranaxy(Fx3, Fy3, x[i] + k2*vx2, y[i] + k2*vy2, vx3, vy3);

vx4 = vx[i] + krokt*Fx3; vy4 = vy[i] + krokt*Fy3;

PravaStranaxy(Fx4, Fy4, x[i] + krokt*vx3, y[i] + krokt*vy3, vx4, vy4);

x[i] += krokt * (vx1/6 + vx2/3 + vx3/3 + vx4/6);

y[i] += krokt * (vy1/6 + vy2/3 + vy3/3 + vy4/6);

vx[i] += krokt * (Fx1/6 + Fx2/3 + Fx3/3 + Fx4/6);

vy[i] += krokt * (Fy1/6 + Fy2/3 + Fy3/3 + Fy4/6);

}
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if(t > tkon) // Vystup na konzoli a do souboru

{

printf("%i\t%i\t%E\n", poc, (int)(t*100/maxt), t);

fprintf(f, "%E\t", t);

for(i = 0; i < POCET; i++)

fprintf(f, "%E\t%E\t", x[i], y[i]);

fprintf(f, "\n");

}

poc++;

}

delete x; delete y; delete vx; delete vy;

return 0;

}

A.2 Výpočet plochy Poincarého řezu zaplněného re-
gulárními trajektoriemi

Uvažujme, že máme neintegrabilní systém se dvěma stupni volnosti popsaný souřadni-
cemi a0(t), a2(t). Mezi řešeními jeho pohybových rovnic jsou jednak trajektorie, které
se chovají chaoticky, jednak trajektorie chovající se regulárně. K určení míry regularity
užijme veličinu freg, definovanou vztahem (3.13). Poincarého řez zvolme tak, že bude dán
rovinou a2 = 0. Souřadnice v tomto řezu budou (a0, v0) (označili jsme časovou změnu
ȧ0 = v0). Naším cílem je nalézt algoritmus, kterým bychom byli schopni freg vypočítat.
Rozdělíme rovinu (a0, v0) mříží na M × M buněk tak, aby veškerá dostupná ki-

nematická oblast ležela v této mříži3 a aby pokud možno mříž tuto dostupnou oblast
nepřečnívala. Zvolme náhodně počáteční podmínky T trajektorií, pro které začneme
provádět výpočet. Každý průchod rovinou a2 = 0 zaznamenáme do příslušného políčka
v mříži. Výpočet ukončíme ve chvíli, kdy dosáhneme potřebného počtu průchodů touto
rovinou. Pro mříž rozměru M ×M se osvědčilo dosáhnout řádově 10M2 průchodů. Pak
byly chaotické oblasti opravdu celé pokryty (díky ergodičnosti), ostrůvky v nich byly
oblasti regularity a nikoliv pouze důsledek toho, že jsme nestačili chaotické oblasti celé
projít.
Po skončení výpočtu (dosažení 10M2 průchodů zkoumanou rovinou) bylo nutné vy-

řadit periodické trajektorie. Užili jsme k tomu heuristického kritéria, že periodická tra-
jektorie protne řádově maximálně tolik buněk mříže M × M , jaký je počet buněk na
jejím obvodu. Nejlepších výsledků bylo dosaženo volbou

P < 2, 5O = 10M , (A.13)

kde P je počet protnutých buněk jednou zkoumanou trajektorií a O = 4M je počet
buněk na obvodu. Je však nutné zdůraznit, že přechod mezi regulárními a chaotickými
3Ve skutečnosti stačí, když mříží pokryjeme polorovinu v0 ≥ 0, neboť jak plyne například z lagran-

giánu (2.45), na základě něhož máme pohybové rovnice (4.1), řešení je symetrické vůči nadrovnině
v2 = 0.
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Obrázek A.1: Výpočet freg, příklad části mříže M × M ; buňky označené −1 jsou zaplněné
chaotickými trajektoriemi, buňky označené 0 jsou vně kinematicky dostupné oblasti, buňky
označené 67 náleží k 67. oblasti regularity.

trajektoriemi je spojitý, takže tato volba vyřazování vnáší systematickou chybu, která je
tím větší, čím více se chaotické trajektorie podobají regulárním. To nastává v případech,
kdy freg ≈ 1.
Pro zrychlení a zpřesnění výpočtu byly periodické trajektorie vyřazovány již v jeho

průběhu, nikoliv až na konci. Po vyřazení periodické trajektorie byl z celkového do-
saženého počtu průchodů zkoumanou rovinou odečten počet průchodů této periodické
trajektorie. Tím bylo dosaženo toho, že na konci výpočtu jsme měli 10M2 průchodů
pouze v chaotických oblastech.
Nakonec byly oblasti regularity očíslovány (viz obr. A.1), určen počet buněk v těchto

oblastech R a spočten zlomek

freg =
R

K
, (A.14)

kde K = R + CH je celkový počet buněk kinematicky dostupné oblasti, CH je počet
buněk zaplněných chaotickými trajektoriemi.
Program pro výpočet regulární části freg byl naprogramován v jazyce C++. Jeho zá-

kladem je výpočet trajektorií Runge-Kuttovou metodou, která byla popsána v předchozí
sekci. Byly použity následující hodnoty parametrů:

• přesnost výpočtu (časový krok při řešení pohybových rovnic) krokt = 2 · 10−4

• velikost mžíže M = 300

• počet současně prováděných trajektorií4 T = 120

4Jelikož v případě našeho systému popsaného lagrangiánem (2.45) nastává pro určité energie to, že
kinematicky dostupná oblast není kompaktní (rozpadá se na tři identické části vzájemně o sebe natočené
o úhel 2π/3), může se stát, že rovina Poincarého řezu a2 = 0 některou z těchto oblastí vůbec neprotne.
To se projeví tím, že trajektorie z těchto oblastí neprotnou rovinu Poincarého řezu. K vyloučení těchto
trajektorií bylo v programu zvoleno na počátku 3T počátečních podmínek a po určitém čase byly
trajektorie, které rovinu Poincarého řezu neprotnou, vyřazeny. Pokud po tomto vyřazení zbylo více než
T trajektorií, byl jejich počet dorovnán dalším vyřazením.
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• Délka výpočtu: výpočet byl ukončen po dosažení 1000000 průchodů rovinou Po-
incarého řezu

Při těchto hodnotách parametrů činila náhodná chyba daná volbou počátečních
podmínek asi ∆Nfreg = 0.00025. Systematickou chybu danou konečnou přesností vý-
počtu trajektorií a nepřesností při vyřazování periodických trajektorií odhadujeme na
∆Sfreg = 0.005 pro freg < 0.8, na ∆Sfreg = 0.02 pro freg > 0.8. Ke vzrůstu chyby v
zde dochází důsledkem toho, že začíná selhávat heuristické kritérium periodicity – podle
počtu průchodů se periodické a neperiodické trajektorie přestávají lišit.

Pro zvýšení přesnosti musíme zejména zvýšit počet bodů mříže M . Při tom je nutné
zvednout i celkový počet průchodů rovninou Poincarého řezu, po kterém ukončíme vý-
počet. Trajektorie budou počítány po delší čas, je tedy nutné zvýšit i přesnost výpočtu
snížením časového kroku. Časová náročnost výpočtu je tedy řádu O(M3).

5Vypočtená střední směrodatná odchylka pro více voleb počátečních podmínek.
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Dodatek B

Tenzorové operátory

Grupa SO(3) je tvořena všemi maticemi, které realizují rotace ve třírozměrném prostoru,
tedy všemi ortogonálními maticemi rozměru 3× 3, které mají jednotkový determinant.
Tři nezávislé generátory této grupy Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 splňují komutační relaci1

[

Ĵi, Ĵj

]

= iεijkĴk . (B.1)

Dále se definují operátory

Ĵ2 ≡ Ĵ21 + Ĵ22 + Ĵ23
Ĵ+ ≡ Ĵ1 + iĴ2 (B.2)

Ĵ− ≡ Ĵ1 − iĴ2 ,

pro které platí komutační relace
[

Ĵ+, Ĵ−

]

= 2Ĵ3
[

Ĵ3, Ĵ±

]

= ±Ĵ± (B.3)
[

Ĵ2, Ĵ±

]

= 0 .

Bázi Hilbertova prostoru stavů můžeme volit tak, aby platilo

Ĵ3|λ, µ〉 = µ|λ, µ〉
Ĵ2|λ, µ〉 = λ(λ+ 1)|λ, µ〉 (B.4)

1Tyto tři generátory tvoří vlastně bázi Lieovy algebry SO(3). Lze ukázat, že v grupě SU(2) všech
unitárních matic rozměru 2 × 2 s jednotkovým determinantem existují též tři generátory a splňují
komutační relace stejné s (B.1). Znamená to, že algebry SO(3) a SU(2) jsou ekvivalentní. Algebry
však vyjadřují pouze lokální vlastnosti příslušných grup, proto tvrzení o ekvivalenci neplatí pro grupy
globálně. V našem případě se ukazuje, že grupu SU(2) lze homomorfně, nikoliv však izomorfně, přenést
na SO(3). Platí ovšem tvrzení, že každá ireducibilní reprezentace grupy SO(3) je současně ireducibilní
reprezentací grupy SU(2).
O vztahu Lieových grup a algeber se lze dočíst např. v dodatku L knihy [5]. Tato poznámka měla za

cíl jen naznačit, proč se někdy při budování této teorie mluví o grupě SU(2).

67
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a stavy byly navzájem ortonormální:

〈λ, µ|λ′, µ′〉 = δλλ′δµµ′ . (B.5)

Kvantová čísla splňují nerovnosti

λ > 0
−λ ≤ µ ≤ λ ,

(B.6)

přičemž λ je celé nebo polocelé číslo.
Operátory Ĵ+, Ĵ− při působení na vektory |λ, µ〉 dávají

Ĵ+|λ, µ〉 = α(+)(λ, µ)|λ, µ+ 1〉
Ĵ−|λ, µ〉 = α(−)(λ, µ)|λ, µ − 1〉 ,

(B.7)

z čehož lze pro dosazení inverzních vztahů k (B.2) získat analogické vztahy pro působení
operátorů J1, J2:

Ĵ1|λ, µ〉 = 1
2

{

α(+)(λ, µ)|λ, µ+ 1〉+ α(−)(λ, µ)|λ, µ − 1〉
}

Ĵ2|λ, µ〉 = 1
2i

{

α(+)(λ, µ)|λ, µ+ 1〉 − α(−)(λ, µ)|λ, µ − 1〉
}

. (B.8)

Koeficient úměrnosti α(±)(λ, µ) je roven

α(±)(λ, µ) =
√

(λ − µ) (λ+ µ+ 1) . (B.9)

Maticové elementy operátorů Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 nyní snadno nalezneme:

〈λ′, µ′|Ĵ1|λ, µ〉 = 1
2

δλλ′

{

α(+)(λ, µ)δµ′,µ+1 + α(−)(λ, µ)δµ′,µ−1
}

〈λ′, µ′|Ĵ2|λ, µ〉 = 1
2i

δλλ′

{

α(+)(λ, µ)δµ′,µ+1 − α(−)(λ, µ)δµ′,µ−1
}

(B.10)

〈λ′, µ′|Ĵ2|λ, µ〉 = µ δλλ′δµ,µ′ .

Tento výsledek se zapisuje do (2λ + 1)-rozměrné matice, která vlastně udává realizaci
operátorů Ĵ = (Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3) v podprostoru operátoru Ĵ2 příslušejícímu vlastní hodnotě λ:

(

J(λ)
)

µ′µ
≡ 〈λ, µ′|Ĵ|λ, µ〉 (B.11)

Ĵ|λ, µ〉 =
λ

∑

µ′=−λ

(

J(λ)
)

µ′µ
|λ, µ′〉 . (B.12)

Všechny unitární ireducibilní reprezentace grupy SO(3) jsou dány operátorem

D̂(n, ϕ) = e−iϕn·Ĵ , (B.13)

kde ϕ představuje úhel, o který provádíme rotaci okolo osy dané vektorem n. Rotaci je
možné specifikovat i jinak, v praxi se často užívá Eulerových úhlů ϑ1, ϑ2, ϑ3:

D̂(ϑ1, ϑ2, ϑ3) = e−iϑ1Ĵ3e−iϑ2Ĵ2e−iϑ3Ĵ3 . (B.14)
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V dalším textu nebude podstatné, jakým způsobem rotaci provádíme, budeme proto
argumenty u operátoru D̂ vynechávat.
Pro maticový element dostaneme

〈λ′, µ′|D̂|λ, µ〉 = δλλ′Dλ
µ′µ , (B.15)

kde D(λ)µ′µ je matice (2λ+ 1)-rozměrné ireducibilní reprezentace grupy SO(3).
Ireducibilní tenzorový operátor řádu λ je soubor (2λ + 1) operátorů α̂λµ

2, které se
transformují pomocí matice ireducibilní reprezentace

D̂α̂λµD̂
−1 =

λ
∑

µ′=−λ

D(λ)µ′µα̂λµ′ . (B.16)

To je ekvivalentní komutační relaci

[

Ĵ, α̂λµ

]

=
λ

∑

µ′=−λ

(

J(λ)
)

µ′µ
α̂λµ′ , (B.17)

kterou lze explicitně rozepsat jako
[

Ĵ±, α̂λµ

]

= α̂(±)(λ, µ) α̂λ,µ±1 (B.18)
[

Ĵ3, α̂λµ

]

= µ α̂λµ . (B.19)

Tenzorový součin dvou ireducibilních tenzorových operátorů α̂λ1µ1 , β̂λ2µ2 je definován
vztahem

γ̂λµ ≡ [α × β]λµ ≡
λ1

∑

µ1=−λ1

λ2
∑

µ2=−λ2

(λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ) α̂λ1µ1 β̂λ2µ2 , (B.20)

kde (λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ) je Clebsch-Gordanův koeficient, definovaný na základě skládání
impulsmomentů; je-li |λ1, µ1〉 vlastní vektor operátoru Ĵ(1) a |λ2, µ2〉 vlastní vektor ope-
rátoru Ĵ(2), pak vlastní vektor operátoru

Ĵ = Ĵ(1) + Ĵ(2) (B.21)

s velikostí celkového impulsmomentu λ a jeho třetí komponentou µ je dán vztahem

|λ1, λ2, λ, µ〉 =
λ1

∑

µ1=−λ1

λ2
∑

µ2=−λ2

(λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ) |λ1, µ1〉|λ2, µ2〉 (B.22)

(podrobněji je popsáno zavedení Clebsch-Gordanových koeficientů např. v kapitole 2
knihy [1] nebo v dodatku K knihy [5], kde je však použito odlišné označení).
Clebsch-Gordanovy koeficienty splňují následující vztahy:

2Upozorňuji čtenáře, aby v dalším textu bedlivě rozlišoval označení pro ireducibilní tenzorový operá-
tor α̂λµ od označení pro koeficient α±(λ, µ). Toto zdánlivě matoucí označení volíme úmyslně, aby bylo
možné úvahy tohoto dodatku snadno přenést na celou práci, v níž αλµ označuje kolektivní parametry
tenzorového charakteru popisující povrch kapky. Označení koeficientu α±(λ, µ) je vžitou konvencí.
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1. symetrie

(λ1, λ2, λ| µ2, µ1, µ) = (−1)λ−λ1−λ2 (λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ)

(λ1, λ2, λ| − µ1,−µ2,−µ) = (−1)λ−λ1−λ2 (λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ) (B.23)

(λ1, λ, λ2| µ1,−µ, µ2) = (−1)λ1−µ1

√

2λ2 + 1
2λ+ 1

(λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ)

2. Výběrová pravidla
(λ1, λ2, λ| µ1, µ2, µ) = 0 (B.24)

pokud µ1 + µ2 6= µ nebo pokud není splněna trojúhelníková nerovnost

j 6= |λ1 − λ2| , . . . , λ1 + λ2

(λ1, λ1, λ| µ1, µ1, µ) = 0, pokud 2λ1 − λ je liché
(λ1, λ2, λ| 0, 0, 0) = 0, pokud λ1 + λ2 − λ je liché.

(B.25)

Pro snadnou orientaci uvedeme nyní explicitní výrazy pro Clebsch-Gordanovy koefi-
cienty, používané v textu práce.

(λ, 0, λ| µ, 0, µ) = 1 (B.26)

(λ1, λ2, 0| µ1, µ2, 0) =
(−1)λ1−µ1

√
2λ1 + 1

δλ1,λ2δµ1,−µ2 (B.27)

(λ1, λ2, 1| µ1, µ2, 0) =
(−1)λ1−µ1µ1

√
3

√

(2λ1 + 1) (λ1 + 1)λ1
δλ1,λ2δµ1,−µ2 (B.28)

(1, 1, 1| 1,−1, 0) = − (1, 1, 1| − 1, 1, 0) =
√

1
2

(1, 1, 1| 1, 0, 1) = − (1, 1, 1| 0, 1, 1) =
√

1
2

(B.29)

(2, 2, 1| 2,−1, 1) = − (2, 2, 1| − 1, 2, 1) =
√

1
5

(2, 2, 1| 0, 1, 1) = − (2, 2, 1| 1, 0, 1) =
√

3
10

(B.30)

(2, 2, 2| µ1, µ2, µ1 + µ2) = (2, 2, 2| µ2, µ1, µ1 + µ2) =

= (2, 2, 2| − µ1,−µ2,− (µ1 + µ2)) (B.31)

(2, 2, 2| 1, 1, 2) = −
√

3
7

(2, 2, 2| 2, 0, 2) = (2, 2, 2| 0, 2, 2) =
√

2
7

(2, 2, 2| 1, 0, 1) = (2, 2, 2| 0, 1, 1) = −
√

1
14

(2, 2, 2| 2,−1, 1) = (2, 2, 2| − 1, 2, 1) =
√

3
7

(2, 2, 2| 0, 0, 0) = −
√

2
7

(2, 2, 2| 1,−1, 0) =
√

1
14

(2, 2, 2| 2,−2, 0) =
√

2
7

(B.32)



Dodatek C

Moment hybnosti

V tomto dodatku bude rozvedena sekce 2.2.1. Nejprve ukážeme, jaké vlastnosti splňuje
moment hybnosti, který se definuje v klasické mechanice pro souřadnice r, p, a pak se
tyto vlastnosti pokusíme přenést na moment hybnosti pro souřadnice α2µ a π2µ.

C.1 Moment hybnosti v klasické mechanice

V klasické mechanice se moment hybnosti hmotného bodu, jehož poloha je dána polo-
hovým vektorem r = (r1, r2, r3) a vektorem hybnosti p, definuje vztahem1

JK = r× p , (C.1)

což v kartézských složkách zní
JK

i = ǫijkripk . (C.2)

Horním indexem K jsme označili, že se jedná o standardně definovaný klasický moment
hybnosti.

Vektory r, p lze chápat jako sférické tenzory 1. řádu s komponentami rµ, resp. pµ,
kde µ = −1, 0,+1. Převodní vztahy mezi kartézskými a sférickými komponentami zní
pro souřadnice

r−1 = 1√
2
(r1 − ir2) r1 = 1√

2
(r−1 − r+1) =

√
2 rR−1 = −

√
2 rR+1

r+1 = − 1√
2
(r1 + ir2) r2 = i√

2
(r−1 + r+1) =

√
2 rI−1 =

√
2 rI+1

r0 = r3 r3 = r0 ,
(C.3)

pro hybnosti analogicky. Označili jsme navíc reálnou část rµ jako rRµ , imaginární r
I
µ,

neboli
rµ = rRµ + ir

I
µ . (C.4)

Definujme veličinu
JSµ = K [r× p]1µ , (C.5)

1Užíváme sumačního pravidla a běžné definice Levi-Civitova permutačního tenzoru ǫijk.
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kde K je zatím neznámá konstanta, a ukažme, že tato definice je dává stejné výrazy pro
složky jako (C.1).
Na základě definice tenzorového součinu (B.20) platí

JS−1 = K
∑

µ=−1,0
(1, 1, 1| µ,−1− µ,−1) rµp−1−µ

JS+1 = K
∑

µ=0,1

(1, 1, 1| µ, 1− µ, 1) rµp1−µ (C.6)

JS0 = K
1

∑

µ=−1
(1, 1, 1| µ,−µ, 0) rµp−µ .

Užijeme Clebsch-Gordanových koeficientů (B.29) a vztahů pro komplexní sdružení

r−µ = (−1)µr∗µ p−µ = (−1)µp∗µ , (C.7)

které musí platit pro každý tenzorový operátor 1. řádu, což dá

JS−1 =
K√
2
(r+1p0 − r0p+1)

JS+1 = −
(

JS−1
)∗
=

K√
2

(

r∗+1p0 − r0p∗+1
)

(C.8)

JS0 =
K√
2

(

r∗+1p+1 − r+1p∗+1
)

a po návratu ke kartézským komponentám u souřadnic a hybností užitím (C.3) dosta-
neme

JS
1 = − iK√

2
(r2p3 − r3p2)

JS
2 = − iK√

2
(r3p1 − r1p3) (C.9)

JS
3 = − iK√

2
(r1p2 − r2p1) .

Dáme-li tedy konstantě K hodnotu

K = i
√
2 , (C.10)

dostaneme stejný výraz jako (C.2). Definice momentu hybnosti (C.1) a (C.5) jsou tedy
totožné.

C.2 Poissonovy závorky

V této části zaveďme Poissonovy závorky tak, jak se zavádějí v klasické mechanice.
Pro systém určený polohovým vektorem r = (r1, r2, r3) a vektorem hybnosti p se pro
libovolné dvě funkce souřadnic a hybností f , g definují vztahem

{f, g} ≡
3

∑

i=1

(

∂f

∂ri

∂g

∂pi

− ∂g

∂ri

∂f

∂pi

)

, (C.11)
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odkud přímo plynou relace

{ri, rj} = 0 {pi, pj} = 0 {ri, pj} = δij . (C.12)

Pro kartézské složky momentu hybnosti JK
i dostaneme

{

JK
i , rj

}

= ǫijkrk

{

JK
i , pj

}

= ǫijkpk

{

JK
i , JK

j

}

= ǫijkJ
K
k . (C.13)

Pro naše další úvahy však budou zejména důležité vzorce
{

JK
3 , r+1

}

= −i r+1
{

JK
3 , r0

}

= 0
{

JK
3 , r−1

}

= i r−1

{

JK
+ , r+1

}

= 0
{

JK
+ , r0

}

= −i
√
2 r+1

{

JK
+ , r−1

}

= −i
√
2 r0

{

JK
− , r+1

}

= −i
√
2 r0

{

JK
− , r0

}

= −i
√
2 r−1

{

JK
− , r−1

}

= 0
(C.14)

(definovali jsme obvyklým způsobem J± = J1 ± iJ2), které lze souhrnně zapsat jako
{

JK
3 , rµ

}

= −iµ rµ
{

JK
± , rµ

}

= −iα(±)(λ, µ) rµ±1 , (C.15)

kde λ = 1, protože rµ je tenzor 1. řádu, a µ = −1, 0, 1. α(±)(λ, µ) má význam známý z
kvantové mechaniky a je definováno vztahem (B.9).
Na závěr této části ještě zapišme definiční vztah pro Poissonovy závorky (C.11) v

proměnných r0, rR±1, r
I
±1 a p0, p

R
±1, p

I
±1:

{f, g} = ∂f

∂r0

∂g

∂p0
− ∂g

∂r0

∂f

∂p0
+

+
1
2

(

∂f

∂rR1

∂g

∂pR
1

− ∂g

∂rR1

∂f

∂pR
1

+
∂f

∂rI1

∂g

∂pI
1

− ∂g

∂rI1

∂f

∂pI
1

)

. (C.16)

To se může zdát nyní zbytečné, dále však uvidíme, že právě tento vztah vytvoří most
k Poissonovým závorkám definovaným pro geometrický model na prostoru souřadnic a
hybností α2µ, π2µ.

C.3 Vztah Poissonových závorek a komutátorů

Za povšimnutí stojí, že Poissonovy závorky (C.13) jsou velmi podobné vztahům z kvan-
tové mechaniky, ve které platí pro operátory r̂, p̂, Ĵ a komutátor [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â

[

Ĵi, r̂j

]

= iǫijkr̂k

[

Ĵi, p̂j

]

= iǫijkp̂k

[

Ĵi, Ĵj

]

= iǫijkĴk . (C.17)

Srovnávat můžeme i (C.15) se vztahy (B.18), (B.19) pro komutátor obecného tenzoro-
vého operátoru a operátoru impulsmomentu.
Tato podobnost vztahů je ve skutečnosti založena na hlubší souvislosti kvantové a

klasické mechaniky, na vztahu Poissonových závorek a komutátoru
[

•, •
]

= i~
{

•, •
}

, (C.18)
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přičemž je nutné poznamenat, že Planckova konstanta ~ je schovaná v definici operátoru
p̂, proto se nevyskytuje ani v jedněch z relací (C.17), (C.13).
Vztah Poissonových závorek a komutátoru oceníme zejména v další části, až budeme

definovat moment hybnosti pro geometrický model. Například výrazy (B.18) a (B.19) se
běžně odvozují v řeči operátorů působících na nějakém Hilbertově prostoru stavů, tedy
na půdě kvantové mechaniky, zatímco v případě klasických Poissonových závorkek

{J±, αλµ} = −iα(±)(λ, µ)αλ,µ±1

{J3, αλµ} = −iµαλµ , (C.19)

tento aparát využít nemůžeme, a přesto, jak jsme ukázali v (C.15), tyto vztahy platí. V
případě geometrického modelu, kde λ = 2, budou ještě mnohem důležitějším netriviál-
ním stavebním kamenem.

C.4 Moment hybnosti v geometrickém modelu

Tato sekce navazuje a rozšiřuje část 2.2.1 z hlavního textu práce. Při odvozování budeme
sledovat postup, který byl užit výše pro klasický moment hybnosti JK .
Pro souřadnice α2µ, π2µ definujeme moment hybnosti vztahem

Jµ = K [α × π∗]1µ , (C.20)

kde K je opět nějaká neznámá konstanta, jejíž hodnotu musíme určit. Tenzor hybnosti
zde musí být komplexně sdružený, protože se transormuje podle komplexně sdružené
reprezentace (2.20), zatímco souřadnice α2µ se tranformují podle reprezentace přímé.
Použijeme-li definičního vztahu pro tenzorový součin (B.20) a relevantních Clebsch-

Gordanových koeficientů (B.28), (B.30), obdržíme pro sférické komponenty

J−1 =
K√
10

[√
2 (α21π22 − π∗

21α
∗
22) +

√
3 (α20π21 − π20α

∗
21)

]

J+1 =
K√
10

[√
2 (α∗

21π
∗
22 − π21α22) +

√
3 (α20π∗

21 − π20α21)
]

(C.21)

J0 =
K√
10
[α∗
21π

∗
21 − α21π21 + 2 (α∗

22π
∗
22 − α22π22)]

a po přepočítání do kartézských komponent

J1 = i
K√
5

[√
2

(

αI
21π

R
22 + πI

21α
R
22 + πR

21α
I
22 + αR

21π
I
22

)

+

+
√
3

(

π20α
I
21 + α20π

I
21

)

]

J2 = i
K√
5

[√
2

(

αI
21π

I
22 − πI

21α
I
22 + πR

21α
R
22 − αR

21π
R
22

)

+ (C.22)

+
√
3

(

π20α
R
21 − α20π

R
21

)

]

J3 = −i
√

2
5

K
[

πR
21α

I
21 + αR

21π
I
21 + 2

(

πR
22α

I
22 + αR

22π
I
22

)]

.
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Pro určení konstanty K nemáme k dispozici nic podobného, co jsme měli v případě
standardně definovaného momentu hybnosti JK

i , viz (C.2), a jeho sférické analogie (C.5).
Můžeme však nadefinovat Poissonovy závorky a užít vztahy, které musí pro moment
hybnosti splňovat.
Ukazuje se, že vhodnou definicí Poissonových závorek je vztah

{f, g} ≡
2

∑

µ=−2

(

∂f

∂α2µ

∂g

∂π2µ
− ∂g

∂α2µ

∂f

∂π2µ

)

, (C.23)

kde f a g jsou nějaké funkce souřadnic α2µ a hybností π2µ. Ten implikuje relace

{α2µ, α2ν} = 0 {π2µ, π2ν} = 0 {α2µ, π2ν} = δµν . (C.24)

Složky momentu hybnosti máme vyjádřené v reálných a imaginárních částech proměn-
ných α2µ, π2µ. Přepišme do nich i tyto relace. Uvážíme-li, že

αR
2j =

α2j + α∗
2j

2
=

α2j + (−1)jα2−j

2

αI
2j =

α2j − α∗
2j

2i
=

α2j − (−1)jα2−j

2i
j = 1, 2 (C.25)

a zcela stejně pro hybnosti, dostaneme

{

αR
2j, π

R
2k

}

= −
{

αI
2j, π

I
2k

}

=
1
2

δjk, j, k = 1, 2

{α20, π20} = 1 . (C.26)

Pro ostatní kombinace souřadnic a hybností jsou Poissonovy závorky nulové.
Ověřme, že pro takto definované Poissonovy závorky a pro moment hybnosti (C.22)

platí poslední vztah z (C.13). Speciálně počítejme {J1, J2}. Po dosazení výrazů pro J1
a J2 a po úpravách obdržíme

{J1, J2} = −K2

5

[

πR
21α

I
21 + αR

21π
I
21 + 2

(

πR
22α

I
22 + αR

22π
I
22

)]

. (C.27)

Porovnáním s vyjádřením J3 vidíme, že relace J3 = {J1, J2} bude platit právě tehdy,
když

K = −i
√
10 . (C.28)

Stejným způsobem můžeme ověřit relace (C.19).
Vypracovali jsme tu konzistentní definice momentu hybnosti a Poissonových závorek

pro geometrický model. Na závěr ukážeme podobnost mezi těmito Poissonovými závor-
kami a závorkami klasickými (C.11). Užijeme-li v (C.23) vyjádření souřadnic a hybností
pomocí svých reálných a imaginárních částí, dostaneme

{f, g} = ∂f

∂α20

∂g

∂π20
− ∂g

∂α20

∂f

∂π20
+

+
1
2

∑

j=1,2

[

∂f

∂αR
2j

∂g

∂πR
2j

− ∂g

∂αR
2j

∂f

∂πR
2j

−
(

∂f

∂αI
2j

∂g

∂πI
2j

− ∂g

∂αI
2j

∂f

∂πI
2j

)]

,(C.29)
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což má opravdu tvar analogický s (C.16). Odlišná je pouze poslední pouze část, ve
které derivujeme podle αI

2j a πI
2j a před kterou se zde objevuje znaménko −. To je

důsledkem toho, že hybnost π2µ má odlišné transformační vlastnosti než hybnost pµ z
(C.5), transformuje se podle komplexně sdružené reprezentace.



Dodatek D

Vztah geometrického modelu a
modelu interagujících bosonů

Model interagujících bosonů (IBM) je fenomenologický kvantový algebraický model já-
dra. Popisuje kolektivní rotace a vibrace jádra. Vychází z předpokladu, že spektrum
kolektivních excitací v lze popsat pomocí kreačních a anihilačních operátorů dvou typů
bosonů:

1. s-bosony se spinem L=0

2. d-bosony se spinem L=21

Model byl zaveden Arimou a Iachellem a oni o něm podrobně pojednávají ve své
monografii [17]. O základech modelu se lze rovněž dočíst v knize [1]. Mikroskopicky
vychází z jaderných Cooperových párů, kdy se páry elektronů nebo děr sdružují do
dvojic se spinem právě 0 nebo 2.

Kreační operátory pro bosony označme

â+i =
{

ŝ+

d̂+µ , µ = −2, . . . , 2 (D.1)

a k nim příslušné operátory anihilační, které splňují běžné komutační relace, z nichž
nenulové jsou pouze

[ŝ, ŝ+] = 1 [d̂µ, d̂
+
ν ] = δµν . (D.2)

Na základě těchto kreačních a anihilačních operátorů se definuje hamiltonián

Ĥ =
∑

ij

vij â
+
i âj +

∑

ijkl

wijklâ
+
i â+j âkâk , (D.3)

který musí splňovat tyto dvě vlastnosti:

1V násobcích Planckovy konstanty ~; my položíme ~ = 1.
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• Celkový počet bosonů se zachovává, tj. operátor počtu bosonů

N̂ =
2

∑

µ=−2
d̂+µ d̂µ + ŝ+ŝ (D.4)

musí komutovat s hamiltoniánem

[Ĥ, N̂ ] = 0 . (D.5)

• Musí se zachovávat celkový moment hybnosti, který se definuje podobně jako u
geometrického kolektivního modelu (viz (2.32))

Ĵµ =
√
10

[

d̂+ × ˆ̃d
]1

µ
. (D.6)

To implikuje komutační relaci
[Ĥ, Ĵµ] = 0 . (D.7)

Definovali jsme ˆ̃dµ = (−1)µd̂−µ, což je nutné proto, že d̂µ netvoří sférický tenzo-
rový operátor. Povšimněme si též, že s-boson nepřispívá k celkovému momentu
hybnosti.

Konkrétní tvar hamiltoniánu lze nalézt například ve výše zmiňovanách publikacích.
Má celkem šest volných parametrů (počítáno bez aditivní konstanty). Pro nás bude
důležitá jeho klasická limita, tj. limita N → ∞, kde N je celkový počet bosonů. Ukazuje
se, že v této limitě lze systém popsat stejnými kinematickými proměnnými jako v případě
geometrického modelu, konkrétně například Bohrovými souřadnicemi β, γ a Eulerovými
úhly ϑ1, ϑ2, ϑ3. V nich má tvar

lim
N→∞

1
N

H = T +
Aβ2 +Bβ3 cos 3γ + Cβ4

(1 + β2)2
, (D.8)

přičemž T označuje kinetické členy, které mají složitější tvar. Je vidět, že čitatel poten-
ciální části je úplně stejný jako potenciál (2.51), v případě limity IBM se však objevuje
navíc jmenovatel (1 + β2)2.



Dodatek E

Regular and Chaotic Vibrations of
Deformed Nuclei with Increasing
γ-Rigidity
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