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Uvod

Tato sbirka vznikla na zdkladé cviceni k pfedndsce Kvantova mechanika I (NJSF094) a Kvantova
mechanika II (NJSF095), které se pozdéji pretvorily do pfednasek Kvantové teorie I (NOFY(076),
Kvantova teorie II (NOFY079) a Kvantové teorie - vybrana témata (NJSF179) vyucované prof. Pavlem
Cejnarem [1]. Sbirka je ¢lenéna do tematickych kapitol, pficemz kazd4 kapitola p¥iblizné odpovida
prikladim propocitanym na jednom cviceni. Diisledkem snahy o systemati¢nost a samoobsaZnost
tohoto textu je to, Ze jsou ¢asto uvedeny i pfiklady, které 1ze najit v jinych sbirkdch. Vzdy jsou vsak
doplnéné o co nejdetailnéjsi postup vypoctu véetné diskuze vSech netrividlnich krokt, zanedbani
a trik@i. Kromeé p¥ikladti ,standardniho razu” jsem se snazil zaclenit i pfiklady netradi¢ni, ¢asto
a béhem prednasek, ale na jejichZ podrobné feSeni se nenachdzi ¢as ani prostor. Vétsina piikladt
klade spiSe diiraz na technickou stranku véci, coZ odpovida zaméfeni této pfednasky kvantové
mechaniky pro studenty teoretickych obort.

Ptiklady byly pfevzaty ¢i adaptovany z rtiznych sbirek ¢i zdroji na webu. Zminil bych zde
zejména publikace Antona Capriho [?], Jeana-Luise Basdevanta a Jeana Dalibarda [3], Kyriakose
Tamvakise[4] a cvi¢eni k alternujici pfednasce Martina Cizka [5, 6].

Chtél bych zde podékovat véem studenttim, ktefi mi byli béhem cviceni kolegy a partnery a bez
nichz by tato sbirka nevznikla. Specidlni podékovani patii pak tém, ktef{ mi pomohli vyladit feSeni
jednotlivych prikladh a odstranit mnozstvi chyb a preklept.
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1 OPERATORY

1 Operatory a jejich funkce, komutatory
Funkce operatoru

Funkci operatoru A na zakladé funkce realného argumentu f(¢) lze zavést dvéma zptisoby:

1. Rozvojem do fady. Za ptedpokladu, Ze existuje Maclaurinova vada konvergujici k zadané funkci,
tj. rozvoj funkce f(¢) do mocninné fady v okoli bodu ¢ = 0,

N 1 d"f(é)
&= ang", an== 22 (1.0.1)
;) nt d&" e
pak se pod funkci f (A) rozumi operéator
FA) =" a,A". (1.0.2)
n=0
Priklad:
f= (1.0.3)
n!
n=0
2. Sylvestrova formule. Je-li operator A samosdruzeny se spektralnim rozkladem
A= APy, (1.0.4)
k

kde Py = |Ax)(A4| je projektor na podprostor piislusejici redlné nedegenerované vlastni
hodnoté Ay, a je-li funkce f(¢) definovana na mnoZziné, ktera zahrnuje vsechny body ¢ = Ay,
funkci operétoru A Ize vyjadfit jako soucet

FAY = f(AQP. (1.0.5)
k

Komutator

Komutétor dvou operatorti A a B se zavadi jako bilinedrni zobrazeni

[A, B] = AB - BA (1.0.6)
a spliiuje nésledujici dvé vlastnosti:
1. Antisymetrie
[A, B] . [B, A] , (1.0.7a)
2. Jacobiho identita
Af6.c]|+ [e.[c.A]] +[¢.[A8]| =o. L07b)

Pozndmka: Skladani linedrnich operatorti nad Hilbertovymi prostory je z definice asociativni, tj.
plati, Ze
(AB) E=A (Bc":) . (1.0.8)
Existuji v8ak neasociativni algebry, kde miru neasociativity udava asocidtor
[x,y,2] = (xy)z = x(y2). (1.0.9)
Ptikladem je algebra oktonionti nebo algebry pouZivajici se v teoriich superstrun (naptiklad pro

popis castice pohybujici se v okoli magnetického monopédlu).
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1.1 Komutétor soucinu 1 OPERATORY

1.1 Komutator souc¢inu

Pomoci jednoduchych komutétora vyjadiete komutator [AB, C] .

Reseni:

Komutétor se rozepiSe podle své definice (1.0.6). Poté se k nému pficte a odeéte vhodné zvoleny
¢len a ziskany vyraz se sdruzi do dvou novych jednodussich komutétorti:

[AB, CJ = ABC - CAB+ACB - ACB

T
:A(BC—CB)+(“C—CA)I§
- A [B,CJ +|A ] B. (1.1.1a)
Stejnym zptisobem se ukéze, Ze
IA, BCI - IA,B] C+B |A,c‘:] , (1.1.1b)
a nakonec pro Gtyfi operatory
[AB,CD] :A[B,C] D+AC [B,D] + [A C] DB +C [A D] B
:A[B,(‘:J D+ GA [B, DJ + V\,CJ BD+C [A, DJ B. (1.1.1¢)

1.2 Komutator inverzniho operatoru

Vyjadiete komutator [A, B‘l] pomoci komutatoru [A, B].

Reseni:
Kazdy operédtor komutuje s operdtorem identity, 4.
|A,BB-1] - |A,1] - 0. 1.2.1)
Leva strana rovnice se rozepise podle vztahu (1.1.1b) z pfedchoziho ptikladu,
[A, E?B‘l] = [A, E?] B'+B [A, B‘ll : (1.2.2)
coz vede k vysledku
[A, B-l] - _B! [A, B] B-1. (1.2.3)
Dal$im pfirozenym krokem je ukazat, zZe
[A‘l, B‘ll =A"'B"! [A, B] B-1A- (1.2.4)

(o platnosti tohoto vztahu se lze téz pfesvédcit prostym rozndsobenim).

1.3 Komutatory soufadnice a hybnosti

Jsou dény dva samosdruZené operatory X, p (soufadnice a hybnost), které splituji komuta¢ni
relaci [X, p] = ih.

1. Urcete [)“(2,[3].
2. Urcete [X", P].
3. Urcete [f(X),P] a [X g(P)].
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1 OPERATORY 1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule

Reseni

1. Dosazeni do vzorce pro komutator soucinu operatorti (1.1.1a) vede na

[%2,B] = [’&, p] = X [X, P] + [X, P] & = 27K, (1.3.1)
2. Zopakuje se n-krat postup z predchoziho bodu:
(X", 0] = [X"7!%, p] = ink" L+ [&*L ] k= -+ - = nih&" L. (1.32)

3. Vyuzije se definice funkce operétoru (1.0.2). Za pfedpokladu zdménnosti s¢itani fady a komuto-

vani postupné vychdzi
(n) 0 ©  r(n) 0) .. .
’Z 100, } 5 L2000 g 132)
n=0

|
n.
n=0

*(n)
=1ih Z %nﬁ”” |m =n- 1|

n=0

(m+1) 0 -
—iny L O [ )] (133)

m=0

pficemz pod n-tou derivaci funkce operatoru rozumime

) pon _ AS"(E)
(n) _ S
FHPR == e (1.3.4)
Analogicky postup pro operétor hybnosti da
(%, f(P)] = ihf" (P (1.3.5)
1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule
1. Jsou-li A, B dva komutujici operatory, [A, B] = 0, dokazte, Ze
B _eheB o Beh. (1.4.1)
2. Pro obecné nekomutujici operétory A, B ovéfte, Ze
Apeho S K (1.4.2)
n=0 n!

kdeKy=BaK, = [A, Rn].
3. Dokazte, Ze pro libovolné nekomutujici operétory B, C plati
eCBCT _ GeB G, (1.4.3)
a vhodnou volbou operatoru C piepiste formuli (1.4.2) do jiného casto uzivaného tvaru
AeBeA = el B . (1.4.4)

4. Pokud A, B navzajem nekomutuiji, avéak komutuji se svym komutatorem,
[A]A8]|=[8.]A8]| =0 149

AeB _ AB D _ D AB _ ABD (1.4.6)

ukaZte, Ze plati

a naleznéte operéator D.
5. Pro zcela obecné operétory A a B naleznéte operator F tak, aby platilo

eheB =ef. (1.4.7)
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1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule 1 OPERATORY

Reseni:

1. Exponencidla operdtoru se rozvine do fady podle vzorce (1.0.3):

o3 L (hesf ot
o 1 1 mpn-m _ SAY A™ BT
:nZ:Om=OE (:1) ATB _;)mzzoml (n—m)!
—_——
m!(:im)!
00 00 Ak B] o0 Ak 0 Bl P
=ZZTW=(ZF) (Zﬁ)zeAeB. (148)
k=0 1=0 k=0 1=0

Komutativita operédtorti A a B se vyuZila pro pfeskladani operatorti v binomickém rozvoji.

2. Zavede se pomocné funkce f(¢) = efABe ¢A1 Leva strana dokazované formule (1.4.2) je pak

rovna f(1). Funkce f(¢) se do rozvine do mocninné fady, jejiZ jednotlivé ¢leny se oznadi v souladu
s pravou stranou dokazované formule

fer=>" %Rn. (1.4.9)
n=0

Operétorové vyrazy K, se postupné vyjadii pomoci derivaci funkce f(£):

Ko =f(0) = B, (1.4.10a)
Ky =¥(0) = {(e‘fA A) Be ¢A+efhB ( A _EA)}§=0

= {e [ABle A

- [“,B] - [A, RO] , (1.4.10b)

~1(0) = {d% eéA [A, B] e—fA}fzo
= {(cRA) [AB|e Rreh [AB| (-Aeh)}
- [A, [A, B” - [A, Rl] , (1.4.10¢)
=10 = [A R = A A [48] ]| (4100)

3. Analogicky s pfedchozim bodem se leva strana dokazovaného vyrazu (1.4.3) rozvine do fady
podle vztahu pro exponencialu operétoru (1.0.3):

oCBC i 1 (@gc ) i nlcg (i 1'3,,) C1=CeBG L. (1.4.11)
n=0 n=0 n=0

Substituce € = A prevede rovnici (1.4.2) do hledaného tvaru (1.4.4).

4. Pro tuto ¢ast tlohy se zavede operédtorova funkce

9(¢) = efheéB . (1.4.12)

1Jedné se o funkci redlného parametru &, aviak funkéni hodnota je operator z Hilbertova prostoru H: f: R - H.
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1 OPERATORY 1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule

Jeji derivace je

g’ = efA efB efA Befé’
— AetPeéB  oéABa6AoeA ocB
N——
i
= (A+ehBe ) g(6)
- (A+ B+ [A, B])g(g), (1.4.13)

pficemz posledni rovnost vyplyva z jiz dokdzané formule (1.4.2), z jejiz nekonecné sumy diky
zadanému predpokladu [A, [A, é” = 0 zbudou jen prvni dva ¢leny Ky = Ba K; = [A, B] Levaa
pravd strana vyrazu vede na diferencidlni rovnici pro funkci §(¢)

d .
&) = A+B+g [A, B] (1.4.14)

s feSenim o o
§(&) = et (ArB)+3 [AB] (1.4.15)

[integra¢ni konstantu fixuje pozadavek §(0) = 1 vyplyvajici z defini¢niho vztahu (1.4.12)].
Dosazeni ¢ =1 da hledany vyraz

P B _ MBL[AB] _ A8 1[AB] |

(1.4.16)

kde posledni rovnost plati diky pfedpokladu [A +B, [ A, B” = 0. Hledany operétor je tedy

A 171~ &
b=5|AB|. (1417)
5. Nejprve se dokdze platnost pomocné formule
) 1 o .
4 A =/ 1-9R(E) fr () F(E) gy, (1.4.18)
d¢ 0

kde ﬁ(f) je libovolnd operatorova funkce a h (&) jejt derivace.? Leva strana rozvinuta v fadu (1.0.3)
da

de =~ de 217 3l
b h'h+hh’  A’h? + hhvh + h2R’
A TR 3l ’
> hhrhm
= ,;io TP (1.4.19)

a prava strana vede po rozvinuti obou exponencial na

1 fap °° hrh’hm hrhhm
(I-y)h §7 oyh — n,m —
/Oe i e dy = > /(1 y)'y"dy = Z GemeDl (1.4.20)
—

Pomocna formule (1.4.18) je tedy splnéna.

2Funkce h a jeji derivace h" nemuseji komutovat, [ﬁ(f), h (gf)] # 0. Jako jednoduchy piiklad poslouzi h(¢) = U+ ¢V,
pokud [0,\7] # 0.
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1.4 Baker-Campbell-Hausdorffova formule 1 OPERATORY

h

V nésledujicim kroku se pomocna formule (1.4.18) zleva obloZi operatorem e™" a nasledné se

pouzije dfive dokdzany vzorec (1.4.2),

~d - 1 . .
e_h—ehz/ e YN h’ eh dy
0

dé e
fray [ R]+ 5 [ [A.R].A]+
= e o [F] + 5 | [FR] B+ (14.21)
Operator F se bude hledat ve tvaru
F(¢) = éF) + 2F, + F3 + &%F4+ - (1.4.22)

Jednotlivé ¢leny rozvoje se naleznou porovndnim piispévki stejného fadu v & u obou stran
rovnice
e Be¢A i efheéB — oF() i eF) (1.4.23)
d d
Leva strana dé diky vzorci (1.4.2)

. - d P I . S
e €BetA — ofAEB _ o EBREB | omEB oA R oEA LB

dé
By BActh
-Behre|AB]+ S [[AB].6]+ L [|[AB]B].8]+. (a2
Pravé strana pii pouZiti pomocné formule (1.4.21) vede na
oF(6) dige% E o [EE] e ([ F) ]
~Fieaety @ (a2 3 PR
o8 (- [FuB] s g [FL[RuR]]) co (). a2
nebot’
P = Fy v 26 438203 +48F, + 0 (¢4), (1.4.26a)
[ﬁ’, l“:] - [ﬁl, ﬁz] _ 283 [F:l, ﬁa] +0 (g‘*) , (1.4.26b)
[, £ =& £ [Fu o] +0 (&), (14260
Prispévky stejnych fadii v & daji
F.=A+B, (1.4.27a)
£, = % A, B] , (1.4.27b)
£ = (|A [A8]] + [8.[8.A]]). (14.27¢)
B [A[B.[AB]]]. (1.4.27d)
takZe do 4. ¥adu v operétorech A, B plati
(oA B _ A8+ [AB]+h ([ [AB]]+[B.[BAI])- 4 A [B[A8] ]+~ | (14.28)

Pozndmka: Posledni vztah (1.4.28), a nékdy i dil¢i vztahy (1.4.2) se nazyvaji v raznych zdrojich
Baker-Campbell-Hausdorffova (BCH) formule nebo Glauberova formule a hraji diileZitou roli v teorii grup
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1 OPERATORY 1.5 Posunuti souradnice

a v kvantové mechanice v teorii koherentnich stavii (koherentnim staviim se vénuje kapitola 9).
Metoda efektivniho vypoctu koeficientti rozvoje BCH formule je popsdna napiiklad v préci [7].

Pozndmka: Dudlni vztah k BCH formuli je tzv. Zassenhausova formule

eA+B — eA eB e~

NI—=
v

[A8] o} ([A.[AB]]+2[8.[AB]]) o & ([A[A.[AB]]]+3[A.[B.[AB]]]+3[8.[8.[AB]]])

(14.29)

1.5 Posunuti soufadnice

Jsou dany dva samosdruZené operatory X, p (soufadnice a hybnost), které splituji komuta¢ni
relaci [X, p] = ih, a operéator
T(a) =e 1P, (1.5.1)

kde a je libovolné redlné ¢islo.
1. UkaZte, Ze operator T(a) je unitarni.
2. Naleznéte, éemu se rovnd 11 (a) X 'i'(a).

3. Spocitejte 'T'(a)zﬁ(x), kde ¢ (x) = (x|¢) je vlnova funkce v x reprezentaci.

Resent:
1. Unitarni operdtor mus{ spliiovat rovnost
T (a)T(a) =T(a)T(a) = 1. (1.5.2)

Pro zadany operator (1.5.1)
(efi“f))’ ef%af) _ e+%ab»;. ei%af) _ efﬁa(f)—f)) _ ef) — 1’ (153)

kde se postupné vyuzilo samosdruzenosti operdtoru p a vztahu pro exponencidlu komutujicich
operéatort (1.4.1).

Stejnym zptisobem by se ukdzalo, Ze

(@) = T(a) = T
A o . =T . (1.5.4)
T(a)T(b) =T(a+Db)
2. Kvypoctu hledaného vyrazu se vyjde z BCH formule (1.4.2) s operatory
A= %af), B=x (1.5.5)
)

Diky tomu, Ze AaB komutuji na ndsobek jednotkového operatoru, pfispéji do BCH fady jen
prvni dva ¢leny

Ko = % (1.5.6a)
Ky = Faf),)ﬂ(l =14 [p,X] = la (-ih) = a (1.5.6b)
h h h
Ki=Ks=---=0, (1.5.6¢)
takze
T Ha)%T(a) =X +al (1.5.7)
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1.6 Rotace operdtoru momentu hybnosti 1 OPERATORY

3. Spektrum operétoru soufadnice je ddno rovnici X |x) = x |x). Z vysledku pFedchoziho bodu
vyplyva
5T (a) x) =T(a) R+a) [x) = T(a) (x+a) Ix) = (x +a) T(a) x). (1.5.8)

Stav T(a) |x) tedy p¥islusi vlastni hodnoté x + a operatoru %, je vhodné ho oznait

Ix+a)=T(a)|x)| (1.5.9)
Obdobné
(x—a| = x| TH(=a) = (x| T(a). (1.5.10)
Z poslednich dvou vztahti pak plyne
Taw ) = ({T@|y) = - al) = p(x - a). (15.11)

Pozndmka: Operator T(a) se nazyva operdtor posunuti.

1.6 Rotace operatoru momentu hybnosti

Jsou zaddny samosdruZené operatory Si, Sy, Sz, které spliiuji komutaéni relace pro moment
hybnosti,

[Sj, ék] = ihe;iS1, (1.6.1)
a operator
Rs(y) = e 7, (1.6.2)
s redlnym parametrem y. Naleznéte, cemu se rovnaji vyrazy

R (1)81Rs (7), (1.6.3a)
Ry (1)S2Rs (7). (1.6.3b)

Reseni:

Stejné jako v ptedchozim piikladu 1.5 se pouZije BCH formule (1.4.2), v niZ se za operéatory A, B
dosadi

| -

A= } vS, B=S,. (1.6.4)
i
Vyuziti komutaénich relaci pro slozky momentu hybnosti (1.6.1) pak dé ¢leny BCH rozvoje v nasleduji-
cim tvaru:
Ko =851, (1.6.5a)
- 1 o a i A
Ki=|-¥S3 81| = v [83 81J =-rSy (1.6.5b)
h h
- i A A i, - 0
Ro= | 785 —v52| = =37 [83 82] = 928§, (1.6.50)
~ (i A i P A
Ks = ?7837 —7281] = —*)/3 [Sg, SlJ = )/382, (1.6.5d)
0 h
Ko = (1) &, (1.6.5e)
Kokt = = (=1)F y?**18S,, (1.6.5f)
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1 OPERATORY 1.6 Rotace operdtoru momentu hybnosti

kde n € No. BCH fada ma v tomto pfipadé nekone¢né mnoho ¢lent, 1ze ji vSak rozdélit na fadu sudych
ana fadu lichych pfispévki, které se daji se¢ist na goniometrické funkce:
38, 4+

A 1
ZS]+f

X A A 1 A 1 A
R ()81Ra () = 581 - 982 - 5781+ 5

217
_ | (DF 2k (-D* k| &
- ’;) 20’ }Sl {Z 2k+ 1)1 }82

cosy siny

= 31 cosy — éz sinvy |. (1.6.6)

Stejny postup vede v piipadé druhého vztahu ze zadéni na

Iflgl (y)ézﬁg(y) =$ siny + S, cosvy |. (1.6.7)

Pozndmka: Operator R3(y) se nazyva operdtor natocent (rotace) o tuhel y okolo osy z. Obdobnym
zplisobem se definuji operatory R; a Ry, které popisuji rotace okolo soufadnych os x a y.
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2 SPIN

2 Spektrum operatord, Pauliho matice, spin

Pauliho matice

01 0 -i 1 0
= (1 0) , Op= (i O) , 03= (O _1) (2.0.1)

jsou unitdrni, hermitovské a unimoduldrni matice s nulovou stopou,
o= O'jJ( = O'j_l, (2.0.2a)
deto; = -1, (2.0.2b)
Tro; =0, (2.0.2¢)

které spliiuji komutaéni relace

[0'j, O'k] = 2i€jp07. (2.0.3)

Z rovnosti (2.0.2) vyplyvé, Ze vSechny Pauliho matice maji dvé vlastni hodnoty 1. = +1. Pfislusné
vlastni vektory se béZné znaci

1 (1 1
=) =le) = —( ) let) = |—=) = —( ) 2.0.4a
Vi - 2 204
1 (1
=ty == (L), b =le)= (1), (2.0.40)
\/E -1
0 1
lz=) =) =1]-)= (1) , lz4) =) = |+) = ( ) (2.0.4¢)
(prvni sloupec odpovidéd zédpornym vlastnim hodnotdm A_ = -1, druhy sloupec zdpornym vlastnim
hodnotam A, = +1; j-ty fddek odpovida matici o).
Operator spinu %
Operétor spinu 1 (qubitu) se vyjadfuje pomoci Pauliho matic
. _h
Sj = EO'J'. (2.0.5)

Tento operator spliiuje diky vztahu (2.0.3) komutaéni relace pro moment hybnosti

[8/.8k] = ihe;iiSi. (2.0.6)
Jeho vlastni hodnoty jsou s. = +7/2. Vlastni vektory operdtori §1, 8, ¢i §3 odpovidaji spinovému
(dvouhladinovému) systému polarizovanému podél osy x, y ¢i z (vice v pfikladu 2.3).
Kvaterniony

Pauliho matice tizce souviseji s kvaterniony g = ai + bj + ck + d € H: imaginarni jednotky i, j, k
kvaternionti spliujici

?=j2=k*>=ijk=-1, (2.0.7a)
ij=k, jk=i, ki=j (2.0.7b)
lze namapovat na Pauliho matice vztahy
i

i & —ioq = (f)i 61) , j e —iop = ((1) _01) , k o —ios = (61 Q) . (2.0.8)

2.1



2.1 Spin mifici do obecného sméru 2 SPIN

Kvaternion se pak dé zapsat jako komplexni matice

d—ic —-b-ia
1= (b—ia d +ic ) (2.0.9)

Algebru kvaternionti 1ze tedy pfevést na algebru komplexnich matic 2x2, coz souvisi s isomorfismem

Lieovych algeber u(1,H) =~ su(2, C).

2.1 Spin mi¥ici do obecného sméru
Na jednotkové kouli (tzv. Blochové sfére) je zadan jednotkovy vektor
n = (ny,np,n3) = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos §) , n|=1,0 € [0,7),¢ € [0,21) (2.1.1)
mifici do obecného sméru daného sférickymi thly (6, ¢).

1. Vsoufadnicich (n1, np, n3) a (8, ¢) vyjadiete matici o, = n-0, kde o = (071, 02, 03) je tzv. Pauliho
vektor.

2. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory matice o,.

3. Napiste maticové vyjadieni projektorti P, na podprostory odpovidajici viastnim hodnotdm
on+ Matice o, a ovéfte, Ze se skute¢né jedna o projektory.

4. Dokazte, ze plati

(1+03) | (2.1.2)

Reseni:
1. Spinova matice vyjadfend v kartézskych soufadnicich:

n3 ny —in
Op = N1071 +Np070 + N303 = . ! z (2.1.3)
ni +1np —n3

a ve sférickych soutadnicich:

(2.1.4)

cos e ?sing
on=1\ 3" .
" \e?sing —cos6

2. Vlastni hodnoty spinové matice ziskané diagonalizaci:

Op |nE) = O+ |0E)

cost —op. e ?sing

det id . = O
e'?sinf —Co0SH — Oy

—(COS 0 — 0ps) (COS O+ 0ps) —sin® 0 =0
2 2 2,

Ope —COS“ 0 —sin“0 =0

On+ = 1. (2.1.5)

Vlastni vektor pfislusejici A = 1:

cosf e ?siné) (x) _ e
e?sind —cos6 |\y] " Ty

xe'?sing =y (cosf+1)

s0+1 .
=yt T e (2.1.6)
©siné
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2 SPIN 2.1 Spin mitici do obecného sméru

a jeho normalizace

1=xx"+yy"

_ Iy cos? 9+2COSH+1+1

sin® 0
. 2cosf+2

(1 - cos?6)
2

— |vl2 _
= Iyl 1 - cos@

1
=y —- (2.1.7)
sim >

Fazi 1ze volit libovolné. Konkrétni volba s redlnou y-ovou slozkou odpovida

0

y =sin 5 (2.1.8a)
_in O O g _ -ig .Y
x =sin 7 cotg ye "=e fcoso, (2.1.8b)
takZe vlastni vektor odpovidajici vlastni hodnoté 1 = 1 je
e i?cos &
_ 2
|n+) = ( sin ¢ ) . (2.1.9)
Obdobné se ziska i vlastni vektor k vlastni hodnoté A = —1:
_[-e?sin$
ln—) = ( cos ¢ . (2.1.10)
3. Z definice projektoru plyne po dosazeni vlastnich vektort
Pus = n+) (n+|
_[e7?cos &) (e cos &
| sin g sin §
B os* ¢ e ¢ sin ¢ cos ¢
N 1¢ sin g cos & sin? §
1(1+cosé e ¢sing
T2 (ei‘l’ sing 1 —cos@) 2.1.11)
. 1(1-cosf® -e'?sind
Pu-=3 (— el?sing 1+cos6 ) (2.1.12)
Skutecnost, Ze se jedna o projektory, se dokaze ze vztahu tplnosti
. . 1(2 0
Pn+ + Pn_ = E (O 2) = 1 (2113)
a z vlastnosti kvadratu projektoru
A 1 (1+cos@ e “195in6) (1+cos@ e “95ing) 4
2 _ -
Pus = 4 \e?sind 1-cos 9) ( i9sinf 1-cos 0) i (2.1.142)
Py =Pu_. (2.1.14b)

4. Vztah (2.1.2) mezi projektory a spinovou matici vyplyva z porovnani projektorti (2.1.11) a (2.1.12)
s explicitnim vyjadfenim matice (2.1.4).

2.3



2.2 Exponencidla Pauliho vektoru 2 SPIN

2.2 Exponenciila Pauliho vektoru

Dokazte, ze

e ?™) —{cosa+i(n-o)sina, (2.2.1)

kde « je redlny parametr.

Reseni
Dokazovany vztah (2.2.1) nabizi rozvést exponencidlu na levé strané do fady (1.0.3). V fadeé se

budou kromé &iselnych koeficientt vyskytovat celo¢iselné mocniny spinové matice of = (n - o)¥,
k € Ng. Druhd mocnina k = 2 je rovna jednotkové matici,

” cosd e sing\( cos® e ?sing
(n-o) =

el?sind -cosf |\e?sind —cosb
B (cos2 0 +sin® 0 0 )
a 0 cos? 0 +sin” 6
_1, 22.2)
z ¢ehoz indukci vyplyva, ze
(n-o)=1, (n-o)"'=n.o. (2.2.3)

Rozvoj exponencidly se rozpadne na sudé a liché ¢leny (podobné jako v prikladu 1.6), které se vys¢itaji
na goniometrické funkce cosinus a sinus,

oo .

la(n o) _ Z Z’ (n 'O')k

k=0

(D" 5 5 (D e
kZ(:) (2k)' +1(n'0-)2(2k+1)!(y

=1cosa+i(n-o)sina.

(2.2.4)

Vztah (2.2.1) je timto dok&zén.

Pozndmka: Dtikaz 1ze provést i na zdkladé vyjddfeni funkce operatoru pomoci spektralniho roz-
kladu (1.0.5). To je v obecnosti provedeno v nasledujicim piikladu 2.3.

2.3 Funkce Pauliho vektoru

DokaZte, Ze pro funkci definovanou v bodech +a plati

Flan-o)= f(a) +2f(—a) PAC) —2f(—a)n ol (2.3.1)

Pozndmka: Pro f = exp dostaneme vysledek z pfedchoziho ptikladu.

Reseni
V prikladu 2.1 bylo ukdzano, Ze vlastni hodnoty operatoru n - o jsou +1, z ¢ehoz vyplyva, ze

spektralni rozklad operatoru v argumentu funkce je

an-o=aP,, —aP,_, (2.3.2)

kde P, jsou projekéni operétory na charakteristické podprostory p¥islugnych vlastnich hodnot o7+ =
+1. Podle definice funkce operdtoru pomoci spektralniho rozkladu (1.0.5) plati

flan-a)=f(@)Pu+ f(-a)Py_. (2.3.3)

24



2 SPIN 2.4 NektiZeni hladin — dvouhladinovy systém

Dosazeni vyjadieni projekénich operétortt pomoci spinové matice o, = n - o dané vztahem (2.1.2) vede

na

. o 1 . 1
flan-o)=f(a) (2 +n- (r) + f(—a) (2 -n- (r)

_ @+ f(=a)  fla) = f(-a)
- 2 2

n-o.

Tim je dtikaz hotov.

2.4 NekiiZeni hladin — dvouhladinovy systém
Hamiltonian popisujici dvouhladinovy systém je zadan redlnou matici

e

0
HO - (0 _e) - 80-3,

jejiz vlastni ¢isla jsou +e € R a odpovidajici normalizované vlastni vektory

jex) = ((1)) ey = ((1))

K matici Hy je pfiddna interakce ve tvaru

0 v
H; = (v 0) =vo1,

kdev,w € R.

(2.3.4)

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

1. Spotitejte vlastni hodnoty E,, E_ (E_ < E,) a odpovidajici normalizované vlastni vektory

|E+), |E_) systému popsaného matici H = Hy + H.

2. Zakreslete zavislost energetickych hladin E. na parametru v a uréete vlastni vektory |E.(v))

pro (a) v =0, (b) v — *oo.

3. Zakreslete zavislost energetickych hladin E. na parametru e a urcete vlastni vektory |E. (e))

NN

pro (a) e = 0, (b) e — +oo. UvaZujte dva podpitipady: (a) v = 0 (kfizeni hladin) a (b) v # 0

(hladiny se nekiizi).

Pozndmka: Vzhledem ke tvaru Hamiltonidnu by zévislosti |E. (v)) a |E+ (e)) mély byt hladké funkce.

Resent:
1. Spektrum matice H se spo¢ita z charakteristické rovnice
e—F % 2
=(E-e)(E+e)-v?=0,
det( ; —e—E) ( e)( e) = 0,
jejiz feSeni jsou
E.=+Ve2+2,

Odpovidajici normalizované vlastni vektory lze vyjadfit ve tvaru

er-of)af)-6)
wafl-of)-2)

jaf? + 181 =1,

2.5
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2.4 NektiZeni hladin — dvouhladinovy systém 2 SPIN

kde
: LT T
‘- 2 p= 2
e+ (1+4E+) \/§2+(1+\/§2—+1)
2
o= ! , po NI n:% (2.4.7b)

U+ (e vTE) 1+ (VT )

(¢ a 17 jsou bezrozmérné parametry definované na zdkladé zadanych parametra v a e).3

, £=Y, (2.4.7)
e

>

2. Funkéni zévislost energetickych hladin E. je zcela identicka jak pro parametr e (1), tak pro
parametr v (¢). Limitni hodnoty komponent vlastnich vektort jsou podle vztahu (2.4.7b)

1

a(§ — o) = r@ a(é=0)=0, (2.4.10a)
B(§ — £o0) = +% BE=0)=1 (2.4.10b)

a jsou zndzornény na obrdzku 1(a). Dynamika hladin a limitni tvar vlastnich vektort jsou
znazornény na obrazku 2(a). Vlastni vektory |E_) a |E,) se prohodi pii pfechodu ¢ od —co k +co,
zatimco energetické hladiny se nepfek#izi. Jeden z vektorti navic ziska dodate¢nou fazi —1.

3. Pro proménnou vzdalenost poc¢ate¢nich hladin e a konstantni v plati podle vztahu (2.4.7a) za
predpokladu v # 0

a(n — —c0) = B(n — +o0) =1, (2.4.11a)
a(n — +00) = B(n — —o0) = -1, (2.4.11b)
a(n=0)=pn=0)= % (2.4.11c)

[zakresleno v obrazku 1(b)]. Opét tedy dojde k vyméné vlastnich vektorti pfi pfechodu od jedné

v~

limitni hodnoty k druhé a k objeveni se dodate¢né faze —1 p¥i nekfizeni energetickych hladin.

Pokud je naopak v = 0, hladiny se v bodé e = n = 0 protnou. VSe je zndzornéno na obrazku 2(b).

. (a) . (b)

/'/_\
FE
0 « «
— 3 2 —25
-1 T . 0 T ,
-5 0 ¢ 5 -5 0 n 5

Obréazek 1: Dynamika komponent vlastnich vektorti pro dvouhladinovy systém (a) s proménnou mimo-
diagondlni interakci [rovnice (2.4.7a)], (b) s proménnou vzdélenosti neporusenych hladin na diagonéle
[rovnice (2.4.7b)].

3Vlastni vektory Ize také vyjadiit ve tvaru

_ [cos ¢ _ [ sing
£ = (ma] - 180 = (ol ) 248)
kde .
¢ = — arctan . (2.4.9)
2 e
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2 SPIN 2.5 Kvantovy oblak

5 - 50) 1o -5 (1) 5 A= () IB-(50)) = @\‘
-5 0 é‘ 5 s T

Obréazek 2: Dynamika hladin pro dvouhladinovy systém (a) s proménnou mimodiagondlni interakci, (b) s
proménnou vzdalenosti neporusenych hladin na diagonale.

2.5 Kvantovy oblak

1. Spotitejte vlastni hodnoty Ej 2 3 a vlastni vektory |E1 2,3) systému popsaného Hamiltonianem

e 00 0 v v
H=Hy+V, kde Hy=|0 e 0], V=|v 0 v (2.5.1)
0 0 e v v 0

a nacrtnéte graf E1 5 3(v).

2. Zobecnéni predchoziho ptipadu: Urete vlastni hodnoty a normalizované ortogondlni vlastni
vektory Hamiltonidnu H" obecné dimenze N,

(2.5.2)

T

I
= < < o
= < a0 <
= o < <
X< < <

Tento Hamiltonidn popisuje napiiklad ¢astici na m¥izce o N pozicich, pfi¢emzZ ¢astice mlize
preskocit na libovolnou pozici mfiZky a zddné pozice neni upfednostnéna.
2.6 Kvantovy fetizek

Urcete vlastni hodnoty a normalizované vlastni vektory Hamiltonidnu dimenze N ve tvaru
tridiagonalni matice

e v 00
v e v 0

H=[0 v e v 2.6.1)
0 0 v e

Jak se bude ménit energetické spektrum s rostoucim N?

Ndpovéda: V charakteristické rovnici identifikujte diferen¢ni rovnici pro slozky cx,k = 1,--- ,n

vlastnich vektorti a feste ji pomoci nasady ¢y = u*.

Pozndmka: Tento Hamiltonidn popisuje naptiklad ¢éstici na fetizku délky N, kterd smi , pfeskoé&it”
jen na sousedni pozice:

N N-1
F=e ) 1) kl+v > (k) (k+ 1]+ [k +1) (kl), (2.6.2)
k=1 n=1

2.7
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kde {|k),k =1,..., N} je ortonormdlni bdze. V piipadé, kdy N je velké, se jednd o jednoduchy model
jednorozmérného krystalu.

2.8



3 VICECASTICOVE SYSTEMY

3 Vicecasticové systémy
1

3.1 Dveé castice se spinem 5

Studovany systém se sklddd ze dvou rozlisitelnych &4stic se spinem 3. Méfitelné veli¢ing A
odpovida operator

A= % (é% - sg) , (3.1.1)

kde S, je j-t4 slozka operéatoru celkového spinu*
S Al 2) 1) (2)
S = 519 @17 +1" o0, (3.1.3)

a o jsou Pauliho matice. Horni index v zdvorce znaci, zda operator ptisobi na Hilbertové prostoru
HY prvni, resp. H? druhé &astice, dolni index udava slozku v kartézském prostoru.

1. Naleznéte vSechny hodnoty, které 1ze pozorovat pfi méfeni veliciny A.

2. Jaké je pravdépodobnost nalezeni jednotlivych hodnot a jaky bude stav systému po méfeni,
pokud byl pfed méfenim pripraven ve stavu

) =[x+ @ x+)@ 2 (3.1.4)
3. UkaZte, Ze stav
1
=5 ) D @ [x=)@ — [x=) D @ |x+) @ (3.1.5)

je provazany (nelze ho faktorizovat) a naleznéte pravdépodobnost nameéfeni vlastnich hodnot
operatoru A, je-li systém pfed méfenim pfipraven v tomto stavu.

40bvykle se pouziva jednodussi zapis
s _hi ., @

kterému je vSak vzdy potieba rozumét ve smyslu rovnice (3.1.3). Viz téz kapitola 6.

3.1



3.1 Dvé &istice se spinem % 3 VICECASTICOVE SYSTEMY

Reseni:

PP

1. Prvni &ast tlohy vede na hledani spektra operatoru A. V prvni fadé je potieba vyjadiit si operator
celkového spinu S. Jednotlivé jeho slozky jsou dany maticemi

S_§>01®10+10®01
=201 0/l 1)7{o 1/%11 o
[/ (1 0 1 0 01 01
_h001)101+110)010
"2, (1 0 10 0 1 0 1
_101)001 O10)110
(/0 0 1 0 01 00
_E 00 0 1 N 1 0 0 O
“2111 0 0 O 0 0 0 1
\0 1.0 0 0 010
0110
h{1 0 0 1
=501 0 0 1| (3.1.6a)
01 10
0 -i -1 0
Ali 0 0 -i
SZ_E L0 o0 -l (3.1.6b)
0O 1 1i O
1 00 O
0 00 O
S3=h 000 ol (3.1.60)
0 0 0 -1
jejich kvadraty jsou
1 0 0 1 1 0 0 -1 1 0 0 O
{01 1 0 Rlo 11 0 0000
2 _ 7 2_ 7 2 _ 32
Sl_20110’82_20110’83_710000’ 3.1.7)
1 0 0 1 -1 0 0 1 0 0 01
a maticové vyjadieni operatoru A ma4 tudiz tvar
0 0 01
0 0 0O
A=ho 00 0 ol (3.1.8)
1 0 0 O
Vlastni ¢isla a této matice se urci diagonalizaci
-a 0 0 hw
0 -a 0 O
det(A-at)=det| o o = a?|a® - (hw)?] = 0. (3.1.9)
how 0 0 -a

Operétor A ma tedy tfi riizné vlastni hodnoty, pfi¢em? jedna je dvojnasobné degenerovana:
a12=0, a3=hw, as=-hw. (3.1.10)

Odpovidajici vlastni vektory pfislusejici degenerované vlastni hodnoté a; » = 0 museji lezet v
dvourozmérném charakteristickém podprostoru a museji byt ortonormalni, jinak je 1ze zvolit

3.2



3 VICECASTICOVE SYSTEMY 3.1 Dvé &dstice se spinem %

libovolng, napiiklad®
0 0
1 0
layy =14 la22 =[] (3.1.12)
0 0

Normalizované vlastni vektory p¥islusejici zbyvajicim dvéma vlastnim hodnotdm jsou urceny
(az na komplexni fazi) jednoznacné:

1

1 1
0 110
Iae)>——2 (1) . |a4>—$ 0 (3.1.13)

-1

2. Dvourozmérné Hilbertovy prostory jednotlivych spintt H» a H? jsou realizovany pomoci
béze dané vlastnimi vektory treti Pauliho matice, viz (2.0.4). Hilberttv prostor celého systému
H = HD @ H? je ttyfrozmérny a za jeho bézi Ize volit 8 = {|11), [T1), [L1), [L1)}.6 V ni se
vektor |¢) vyjadii jako

ly) = % (}) ® % (}) = % (3.1.15)

Pravdépodobnosti naméfeni jednotlivych hodnot pozorovatelné veli¢iny A pak vychdazeji

[ S =y

1 1 1
Pars = K1) + [(galw)* = 1t1i 7% (3.1.16a)
1
Pas = (83l = 5. (3.1.16b)
Pay = |(dal)|* = 0. (3.1.16¢)

vy

Kontrolou je, Ze celkova pravdépodobnost se secte na 1, coZ znamena, Ze s jistotou naméfime
aspori jednu z uvedenych vlastnich hodnot.

Stav systému po naméfeni hodnot a3, resp. a4 bude dan vlastnimi vektory |az), resp. |as).
Po naméfeni dvojndsobné degenerované vlastni hodnoty a;, bude systém ve stavu daném
libovolnou linedrni kombinaci vektort |a1) a |az).

3. Vektor |¢’) vyjadieny v bazi B (3.1.14) je

=5 la i) g )5 ) o5 ]
21v2\l) vz \-1 V2 =1 vz
[ (1 1 0
1 )1(-1] 1|1 1]-1
= |z - = = . 1.17
V2121 2(-1 V2|1 S )
-1 -1 0
5Jina rovnocenna volba mtize byt
0 0
n_ 1|1 n_ 11
D=5l =54 (3.1.11)
0 0

6Jedn4 se o zjednoduseny zapis [T) = MDY & 1P a analogicky u zbylych t¥i vektorti. Vektory baze maji sloupcové
vyjadieni
0 0
0 0
1 2 |~Ll> = O -
0 1

1 0
m=(o)efo)=[o} m=[o| 1n- (6.114)
0 0

To znamend, Ze vektor |1T) odpovida situaci, kdy oba spiny mifi ve sméru osy z, vektor |T]) popisuje stav, kdy prvni spin
mifi ve sméru osy z, zatimco druhy proti, atd.
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3.2 Trojhladinovy systém 3 VICECASTICOVE SYSTEMY

Faktorizovatelny vektor systému sloZzeného ze dvou dvourozmérnych podsystémut musi byt
obecné mozné zapsat jako

') = 1o ® |g2)?
= (e +pIP) & (ym@ +51@)

=ay [N +as [T +By IT) +B5 |L1)
=a[IH+b [T +c D +d[l]). (3.1.18)

kde @, B,v, 9, resp. a, b, ¢, d jsou komplexni ¢isla. Z poslednich dvou fadki vyplyva podminka

faktorizovatelnosti stavu:
(3.1.19)

V piipadé stavu [¢’) jea =0, b = =1/V2, ¢ = 1/¥2, d = 0 a podminka (3.1.19) splnéna neni. Stav
je tedy provéazany (entanglovany).
Pravdépodobnosti naméfeni jednotlivych vlastnich hodnot operatoru A, je-li systém ve stavu
), jsou

Par, =1, Pay=pa, =0. (3.1.20)

3.2 Trojhladinovy systém

Uvazujte jednoduchy trojhladinovy systém, kde index hladiny je 7 = 1,2,3, prvni hladina
maé energii d a vzdalenost mezi sousednimi hladinami je také d (jednocasticové spektrum je ekvi-
distantni). Na kazdé hladiné se mtizou nachédzet nanejvys dveé ¢astice (kazda hladina je dvojndsobné
degenerovand). Jednocasticové stavové vektory jsou |ho), kde o = +.

(o () (e) (d)

L
3 — —e— e —
d
?_______,l —— & _ —e
d
1 ——e— —— S
4+ - + - + - t -

Obrézek 3: Piiklady nékolika moznych vice¢asticovych konfiguraci v trojhladinovém systému.

1. Kolik odlisnych dvoudasticovych stavovych vektort (Slaterovych determinantti) 1ze zkonstru-
ovat?

v v oz

2. Predpokladejte, Ze v systému jsou pouze dvé ¢astice, které se mohou nachézet vyhradné v
péru na jedné z nejnizsich dvou hladin 7 =1 a i = 2 [obrazek 3 (a)—(b)] a Ze jeho Hamiltonidn
ma tvar o

H= HO + HI, (3.2.1)
pfi¢emz jednocésticovd ¢ast Hamiltonidnu spliiuje
ho |ho) = hd |ho) . (3.2.2)

Dvoutasticové maticové elementy Hamiltonidnu H; maji viechny stejnou hodnotu g. Jak
vypada matice Hamiltonianu H?

3. Jaké jsou vlastni hodnoty a vlastni vektory matice H?

4. Jaky je ptekryv stavu odpovidajiciho nizsimu vlastnimu stavu Hamiltonidnu H s dvoucastico-

N 4

vym stavem popisujicim dvé &astice na hladiné p = 2?7

7Neékdy se také iika, Ze se jedna o pFimés stavu |o) k zékladnimu stavu.
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3 VICECASTICOVE SYSTEMY 3.2 Trojhladinovy systém

5. Pridejte nyni tfeti hladinu, pficemZ pifedpokladejte stale, Ze se ¢astice mohou nachédzet pouze
v pérech.

Reseni:

1. Pocty vicecésticovych stavil lze uréit obecné pro systém n ¢astic s H hladinami. Celkovy pocet
pozic, na které miiZzeme astice umistit, je P = 2H (pocet hladin krat pocet ¢astic, které 1ze umistit
na jednu hladinu). Pocet n-¢asticovych funkci je pak ddn poctem vsech moznych kombinaci n
¢astic na P pozicich, tj.

2H
N = ( B ) . (3.2.3)
Konkrétné pro H = 3 a n = 2 vychdazi
N =15. (3.2.4)

Vsechny 15 moznych konfiguraci je zndzornéno na obrazku 4.

—_— e ——~ — —— —§ —_— . e P — — —
~— e g — A — g — —e ———

Obrazek 4: Vsechny mozné dvoudésticové konfigurace v tithladinovém systému.

2. Podprostor uvazovanych dvoucasticovych stavii (n = 2) je dvourozmérny a stavy jsou dany
Slaterovymi determinanty®

. . _ 1
) = 1 et (|,+> |,+>) . 1) = 55 (116 [1-) = [1-) [14)), (3.2.6)
TN\ )T ) = 5 (124 12) = 2) [24)).
Tyto stavy jsou normalizované a na sebe kolmé.
Dvoucasticovy volny Hamiltonidn je
Fo=h{"+h¥ =hoei+1®h (3.2.7)
a pro jeho maticové elementy v bazi dané vektory (3.2.6) plati
- 1. N
(Wil Folw) = 5 (G#1 =1 = G=1 G41) Flo (1) [k=) = k=) k)
107 | . . s
- 5((.1+\ho\k+> =) + (k) (-[Polk-)
%/_/‘/—/ W—’%,_/
jd &k Ok Ok jd &k
= (7#[Ro[k= ) =1 = 1=y (- e+)
—_—
_“O’—-/ 0 0---
— ({Ro[fe+) ¢+1k=) = G-ty { 4]
+ <J—‘h0‘k—> JHk+) + (j—1k=) <J+‘h()|k+> )
1
=5 (jd+jd+jd+jd)ojx =2jdo i, (3.2.8)
coz v maticové realizaci d4
2d 0
Ho = ( 0 4d) . (3.2.9)
8Zkréceny zépis je nutné &ist jako
14) 1=y = 1) D g 1)@, (3.2.5)

tj. prvni ket odpovida prvni ¢astici, druhy ket druhé ¢astici.
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3.2 Trojhladinovy systém 3 VICECASTICOVE SYSTEMY

Matice interakéniho Hamiltonidnu m4 tvar

Hi=(8 §]), 3.2.10
=6 ¢ (3:2.10)
takze celkovy Hamiltonidn je
_[2d+g g
H= ( . 4a’+g) . (3.2.11)
3. Matici (3.2.11) lze pfepsat na tvar
H=(3d+g)1—-dos+goy, (3.2.12)

¢oz odpovida Hamiltonianu detailné propocteném v piikladu 2.4, kde se ptifadid < e, g < v,
vysledné spektrum se posune v energii o 3d + g a prohodi se vlastni vektory. Vlastni hodnoty

jsou tedy
E.=3d+g ++/d*+ g2 (3.2.13)

|9-) = aly2) +BlY1). (3.2.14a)

[¢4) =B l2) —aly), (3.2.14b)
kde koeficienty @ a 8 jsou dany vztahy (2.4.7). Vektory |¢.) jsou jen linedrni kombinaci vektorti
antisymetrickych vii&i zdméné Eastic, samy jsou tedy antisymetrické p¥i zaméné |jo)!)
o).

a odpovidajici vlastni vektory

4. Ptekryv je dan amplitudou pravdépodobnosti

1
Y2lgp-) =a= ¢ ~ Eg (3.2.15)

\/gz + (d ++/g2 + dz)

kde posledni rovnost plati pro g < e.

5. Rozsifeni systému o tfeti hladinu vede na matici Hamiltonidanu

2d+g g g
H=| g 4d+g g |, (3.2.16)

g g 6d+g

kterou je nutné fesit numericky pro konkrétni hodnoty parametrti d, g.

Pozndmka: Dodatecné kvantové ¢islo jednocasticovych stavii oznacené o 1ze identifikovat s projekci
spinu Castice. Pak je mozné rozdélit Hilbertv prostor jednocasticovych stavti jako Hi = Hip, ® Hiyp,

kde prvni odpovidd umisténi ¢astice na jednu z hladin a druhy pak jejimu spinu.
Dvoucasticovy Hilberttiv prostor 1ze pak rozdélit na

Ho = (H5, 0 1) @ (Ha @ HL) (3.2.17)

kde 7-lzsh’A je symetrickd, resp. antisymetrickd kombinace hladinovych stavii a 7—(ZSS’T je singletni, resp.

tripletni spinovy stav. Stavy (3.2.6) pak maji symetrickou hladinovou a singletni (antisymetrickou)
spinovou Cast,

;) =1jj) ®100), (3.2.18)
kde
iy =1 elH? (3.2.19)
je hladinové ¢ést a
1
_ A (150 g 15y@ _ D) g 10y @
00) = = (P @1 - 1) 0 1) ?) (3.2.19b)

je singletni spinovy stav.

Pozndmka: Se singletnimi a tripletnimi spinovymi stavy se také pocita v ptikladech 10.4,11.2a 17.2.
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4 HARMONICKY OSCILATOR

4 Harmonicky oscilator

4.1 Spektrum operatoru i = 474

Je zadén operétor & a operdtor 8" k nému sdruZeny, které mezi sebou splituji komutaéni relace’ !’
[4,87] =1. (4.1.2)

Definujme operator
A=4a'a (4.1.3)

1. UkaZte, Ze operétor i je samosdruZeny a pozitivné definitni.
2. Naleznéte, temu se rovnaji komutatory [ﬁ, ék] a [ﬁ, (éT)k] prok € N.

3. Ukazte, ¢emu se rovna &' |n), & |n), kde |n) je vlastni vektor operatoru i piislusejici vlastni
hodnoté n.

4. Naleznéte vsechny vlastni hodnoty n operatoru f.
5. Naleznéte normalizované vlastni vektory operdtoru f.

. Naleznéte tvar operatorti & a &' v maticové realizaci.
6. Nal te tv t aaa' t 1

Resent:
1. Samosdruzenost plyne z identit
if=(aa) =a'(a’) =a'a=n. (4.1.4)
Diky samosdruzenosti existuje spektralni rozklad operatoru f,
N|n) =n|n), (4.1.5)

kde n je redlné ¢islo a |n) odpovidajici normalizovany vlastni vektor, (n|n) = 1.

Pozitivita operatoru i znamend, Ze vechny jeho vlastni hodnoty jsou nezdporné. Plati

(n|An) = n{nln) =n (4.1.6)
a zaroven
(n|Aln) = <n|é*é|n> =|a|m)> > 0, 4.1.7)
takZe opravdu
n > 0. (4.1.8)
2. Prok=1je
[h,4] = [a'a,4] =4a"[a,a]+[a".4] a=-4 (4.1.9)

9Vztahu (4.1.2) je tfeba rozumét ve smyslu [8,a"| = 1, kde 1 je operator identity, podobné jako je tomu napiiklad
u komutaénich relaci samosdruZenych operatorti soutadnice a hybnosti [&, p] = ii1, které se bézné zkracend zapisuji
[X,P] = ih.
00becngji 1ze uvazovat komutaéni relace

[A, AT] —m,  meR" “1.1)

Ty pejdou na (4.1.2) pieskalovanim & = A/+/m.

4.1



4.1 Vlastnosti posunovacich operdtorti 4 HARMONICKY OSCILATOR

kde druhd rovnost plati diky rozvoji komutatoru (1.1.1a) a posledni rovnost vyplyva ze vztahu (4.1.2).
Induktivni opakovani tohoto postupu vede na

[, 4] = [A,aF"'4] =& [A, 4]+ [h,4

=-28" +[n,&8"%4| &% = ... = k&~ (4.1.10)
Zcela analogicky se ukaze, ze
RPN Lk
[n, (a) ]: k(a‘) . 4.1.11)
3. Vlastni hodnoty a vlastni vektory operatoru fi spliuji rovnici (4.1.5), kde n > 0. Za pfedpokladu
n # 0 a diky vztahu (4.1.9) plati
Ra|n)y = (AN —an+Aa) |n) = (&N +[A,4]) |n) = (&h - &) [n) = (n—1)&|n). (4.1.12)

Analogicky pak
Aa’ |n) = (n+1)a" n). (4.1.13)

Vektory & |n) a &' |n) jsou tedy oba vlastnimi stavy operatoru i p¥islugejicimi vlastnim hodnotdm
n — 1, respektive n + 1. Norma téchto vektort je

|(n[a*a[n)| = [(nlfln)] = n[¢nln)| = n, (4.1.14a)
|<n|éé?|n>| = |<n|é+é +1jn)| =n+1. (4.1.14b)

Normované vlastni vektory operatoru i jsou tedy navzajem svazany operatory a &':

n—-1) = % ajn), (4.1.15a)

n+1) = \/’%é* n) . (4.1.15b)

4. k-ndsobnym opakovanym ptisobeni operdtoru & na stav |n) se dospéje k normovanému vektoru
In—k) = ! ak|ny, (4.1.16)

Vn(n=1)---(n-k)

coz je vlastni vektor operdtoru f piislusejici vlastni hodnoté n — k. Pozitivita operatoru vsak ome-
zuje hodnoty k: Pro Zddné k neni povoleno ziskat vektor, ktery by mél odpovidat zaporné vlastni
hodnoté. Jelikoz k 1ze volit libovolné, musi spektrum operédtoru bezpodmine¢né obsahovat
hodnotu 0, tj. musi existovat vektor |0) takovy, Ze

N0y =0]0) =0, (4.1.17)
a tedy &0) = 0. Dalsi aplikace operdtoru & daji identicky nulu.
Spektrum operatoru fi tedy tvoii vSechna nezdpornd celd ¢isla n € No.

5. Vsechny normalizované vlastni vektory |n) 1ze nagenerovat ze stavu |0) pomoci vicendsobného
pouziti operadtoru &" podle (4.1.15):

I\T n
In) = % 0) . (4.1.18)

6. Dimenze Hilbertova prostoru, na kterém ptisobi operatory & a &', je nekone¢nd, ptic¢em za jeho
bazi 1ze zvolit vektory |n). V maticové realizaci Ize tento vektor vyjadfit jako nekoneény sloupec

0

- n-td pozice (4.1.19)

3
~
i
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4 HARMONICKY OSCILATOR 4.2 Jednorozmérny harmonicky oscildtor

Z algebraického vztahu mezi bazovymi vektory (4.1.15) vyplyva

01 0 0 0 00 0 0 0
00 V2 0 0 1 0 0 0 O
00 0 V3 0 - o v2 0 0 0 -

a=lo0 0 0 0 V4 ; a'=lp 0 v3 0 0 =a’. (4.1.20)
00 0 0 0 0 0 0 V4 0

Operétor f je v této bazi diagondlni a jeho maticové vyjadieni je

0 0 0O
0
0
3
0

(4.1.21)

OO
S o N O
O OO oo

K tomuto vztahu lze rovnéz dospét pronasobenim nekoneénych matic (4.1.20), j. n = a'a.

Pozndmka: Operatory &, &' posouvaji vlastni stav operatoru fi z vys$sf vlastni hodnoty na nizsi a
naopak, proto se obvykle nazyvaji posunovaci operdtory. P¥i vyuZiti téchto operatorti nad Fokovymi

prostory (kapitola 17), kde vytvéreji a rusi ¢astice danych vlastnosti, se nazyvaji anihilacni a kreacni
operdtory.

4.2 Jednorozmérny harmonicky oscilator

Harmonicky oscilator je popsan Hamiltonidnem

L oo

"= aw®

+ %MQ%“(Z, (4.2.1)

kde M je hmotnost kmitajici ¢astice, Q = \/k/M je thlova frekvence oscildtoru, X je operdtor soufad-
nice a P operdtor k nému prfidruzené hybnosti. Oba tyto samosdruzené operatory spliuji kanonicky
komutaéni vztah

[X,p] = ih. (4.2.2)

V harmonickém oscildtoru 1ze vhodné nadefinovat operétory &, &', a tim ho pfevést na alge-
braicky systém, ktery jsme vytesili v pfedchozim piikladu 4.1. Hledejte & ve tvaru

a=aX+pp, a,p e C. (4.2.3)
1. Naleznéte hodnoty konstant «, 8 a zapiste Hamiltonian H pomoci operétorti &, ar.
Naleznéte spektrum (vlastni energie a vlastni vektory) Hamiltonidnu.

Vyjadfete operatory hybnosti p a soufadnice X pomoci operatorti &, &'.

Ll

Spocitejte stitedni hodnoty
(n&lny, (nlplny, (n|%n), (n|p?n), (4.2.4)

kde |n) je vlastni stav Hamiltonianu.

<n n> , <n|\7|n> , (4.2.5)

kde T a V jsou operatory kinetické, resp. potencidlni energie oscildtoru, a srovnejte s hodnotou
energie ve stavu |n) (viridlovy teorém).

5. Spocitejte stfedni hodnoty
-'I‘-

4.3



4.2  Jednorozmérny harmonicky oscilator 4 HARMONICKY OSCILATOR

6. Ovéfte platnost relaci neurcitosti mezi polohou a hybnosti.

7. Pomoci posunovacich operatort vyjaddfenych v x-reprezentaci naleznéte vinové funkce Har-
monického oscilatoru.

Reseni:
1. Dosazeni linedrni kombinace soutadnic a hybnosti (4.2.3) do definice operatoru fi d4
A=a'a=(a"%+BP) (X + BP)
P$*+a’B B +appR+ B P
——
px+ih
= a* %% + ("B + aB") P& +ilia" B + |B|* P2 (4.2.6)

=|a

Srovndnim tohoto vyrazu s Hamiltonidnem (4.2.1) je patrné, Ze az na konstantni ¢len 1ze Hamilto-
nidn harmonického oscildtoru zkonstruovat z operatoru f, pokud vymizi ¢leny misici soufadnici
a hybnost, tj. pokud

a'B+af =0 — Rea*B = 0. (4.2.7)

Bez Gjmy na obecnosti 1ze zvolit @ redlné a 8 ryze imaginadrni. Pak
H=yA+0, (4.2.8)
kde y a § jsou jiz redlna ¢isla.
Dodate¢nd podminka plyne z komuta¢nich relaci (4.1.2),
1=[a.87] = (aX+p) (@' + 'B) - (@K + 'B) (aX + )
= (@p —a'p) % +(a'p-ap) P

——
px+in
= (ap" - ") i
= Dag'ih, (4.2.9)
takZze musi platit
1
R p— 4.2.10
T 210

Srovnanim piislusnych ¢lenti vyrazu (4.2.6) s Hamiltonidnem (4.2.1) a diky podmince (4.2.10)
lze pfifadit parametrtim hodnoty

1 /1
@=—1zMQ?, (4.2.11a)
VY V2
i 1
=—1/7, 4.2.11b
B= N\ (42.11)
y = hQ, (4.2.11¢c)
vy hQ
0==-=—. 42.11d
7= ( )
Vysledkem je vyjadfeni Hamiltonidnu harmonického oscilatoru ve tvaru
- At A 1
H=hQla%a+2]| (4.212)
2. Spektrum Hamiltonidnu lze urdit na zékladé znalosti spektra operatoru f (4.1.18):
H |En) = En |En)
Ata 1
hQ (aTa |En) + z |En>) = Ey |En)
1
hQ (n + E) |n) = E, |n), (4.2.13)
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4 HARMONICKY OSCILATOR 4.2 Jednorozmérny harmonicky oscildtor

takze

E, =hQ (n + %) , neNg (4.2.14)

a vlastni vektory jsou totoZné s vlastnimi vektory operatoru fi, |E,) = |n).

3. Dosazeni @, fay z (4.2.11) do (4.2.3), vede na vztahy!!

., A 1 1 .
d= —— = —— /= MQ2& +iy[ =
o via |\V2 V2 p)
MQ |, i,
= ﬁ (X + mp) S (4217&)
At [ MQ i,
a' = o (x MQp)' (4.2.17b)

Secteni a odecteni vede k inverzni transformaci od posunovacich operatorti k operatorim
soufadnice a hybnosti,

% = % (é“' + é) , (4.2.18a)
p=i ﬁMTQ (éT - é) . (4.2.18b)

4. K vypoctu stfednich hodnot operdtort &, p se vyuzije jejich vyjadfeni pomoci posunovacich
operatort (4.2.18) a poté vztahy (4.1.15):

A

(nl&In) = /5= (nfa" + &

n)

- ,/% (vn+1<n|n+1> +\/ﬁ(n|n—1))
-0, (4.2.19)

jelikoz vlastni vektory |[n — 1), |n) a |n + 1) jsou na sebe kolmé. Stejné tak vychdzi
(n|p|n) = 0. (4.2.20)

Lze odpozorovat pravidlo, Ze sttedni hodnota (n|f(r,s;a,a")|n), kde f(r,s;&,&") je funkce
soudinu r operéatort 4 a s operatorti &" v libovolném potadi, je nenulovéa pouze tehdy, pokud
r = 5. Obecnéji maticovy element (m|f(r, s;&,4")|n) je nenulovy, pokud m +r = n +s.

11 ze navic zavést velitiny rozméru soutadnice a hybnosti

;
X0 = M—LQ Po = x—; = ViMQ (4.2.15)

a vztahy (4.2.17) pfepsat do bezrozmérného tvaru

(1 +iﬁ) . (4.2.16)
X0 Po

4.5



4.2 Jednorozmérny harmonicky oscildtor 4 HARMONICKY OSCILATOR

Pro stfedni hodnoty kvadrat(i operatort soufadnice a hybnosti plati
2
(a7 +a) n>

h L\2 L PN .
——<n (a*) +aa"+afa+ a2 n>

S

(o) = 5 {

T2MQ

=2£QQVZHWET+WW%>

() =~ (af -4

2
—— ——
0 0
= hMTQ(Zn +1). (4.2.22)
5. Operator kinetické energie je
~ 1
T=_—p 422
L (4.2.23)
jehoz stfedni hodnota vychdzi po dosazeni (4.2.22)
. 1 AMQ 1 E,
<nT > S5 n+ D) = -m(mz)_7 (4.2.24)
Podobné potencidl
V= EMQZ %2 (4.2.25)
po dosazeni (4.2.21) vychézi
1\ E
- 2_ E— ==
< M > M@ e (2n+1) = hQ( 2) =3 (4.2.26)

Viridlovy teorém udéava vztah mezi stfedni hodnotou operatoru kinetické energie a operatoru
potenciélu pro libovolny stav [i),!? tedy nikoliv jen pro vlastni stav Hamiltonidnu:

2{o)-

To se v ptipadé, Ze V(X) je homogenni funkce stupné s, dale zjednodusi na

cd
X&V(X)

w> . (4.2.27)

2 MTM i, M\“/‘lp) . (4.2.28)

V ptipadé harmonického oscildtoru je s = 2. Pro stfedni hodnoty kinetické energie (4.2.24) a
potencialu (4.2.26) je viridlovy teorém splnén.

6. Relace neurditosti znéji

AnSCALP? > hzz, (4.2.29)

kde
AK2 = (n|R3|n) = (nlR[n)?, (4.2.30a)
AP = (n|p?|n) — (nlpln)?. (4.2.30Db)

12V)’zrazu %\7(?() je tfeba rozumét ve smyslu %V(x)l =%
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4 HARMONICKY OSCILATOR 4.3 Stav s nenulovou vychylkou

Po dosazeni vypoctenych stfednich hodnot (4.2.19), (4.2.20), (4.2.21) a (4.2.22) do relaci neurcitosti
vychéazi

ApS2AP? = <n|>A(2|n> <n|f)2|n>
B h
T 2MQ

EMQ
2n+1) LT 2n+1)

K2 5
elikoZ n > 0, relace neurcitosti jsou splnény. Stav s nejmensi moznou neurditosti je zdkladni stav
] 1% Y- ] ]
n=0.

7. Operétory & a &' v x-reprezentaci se ziskaji ze vztahti (4.2.17) pfechodem X +— x a p — —ihd/dx,

R [MQ h d

Pro zékladni stav harmonického oscildtoru plati

x—reprezentace

a)0) =0 ———— > ayo(x) =0, (4.2.33)
coz vede v x-reprezentaci na oby¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fadu

hod
(X + m dx) w()(.k) =0. (4234)
Jeji feSeni ziskané separaci proménnych zni

MQ XZ

Yo(x) =Ne 2n

(4.2.35)

Normalizaéni konstanta N vychazi z podminky

[ T oPdi=1= N = \/ AZ—]? (4.2.36)

Normalizovand vlnova funkce zdkladniho stavu harmonického oscildtoru je tedy

JMQ e
Yo(x) = 4| —— eI (4.2.37)
nh

VInové funkce vzbuzenych stavti se nagenerguii ze zakladntho stavu ptisobenim operatoru &'

podle vztahu (4.1.18),
[MQ
—x
h

v - L (M9 z hod ”w = L i/me_%wh’
nx)=—\|— X— —— X) = — & n
Va!l \ 2R MQ dx 0 2t N h

kde H, (¢) je Hermittiv polynom.

. (4.2.38)

4.3 Stav s nenulovou vychylkou

Harmonicky oscildtor je pfipraven ve stavu daném linedrni kombinaci dvou vlastnich stavi
Hamiltonianu,

ly) =alm)+pB|n), (4.3.1)
kde a,B € C.

1. Naleznéte &isla a, B tak, aby stfedni hodnota operétoru polohy ve stavu |) byla maximdlni
moZna.

2. Pro tento stav urcete (¢|X|y), (¢|pl¥), stiedni kvadratické odchylky A,%?, Ayp? a ovéite
platnost relaci neur¢itosti.

4.7



4.3 Stav s nenulovou vychylkou 4 HARMONICKY OSCILATOR

Reseni:
1. Stfedni hodnota operdtoru polohy X pro harmonicky oscildtor ve stavu [y ) je

WIRI) = (@ ]+ ul) \ 57 (87 +8) (@ by + 1)

:‘/21\39 (a* (m| + B* (n]) (a\/m+1|m+1>+ﬁ\/n+1|n+1)
+am |m — 1) + B |n - 1))

=4/ % [a/*ﬂ (‘/Im5n+1,m + \/55;1—1,;7;)
+af’ (‘/m On,ms1 + W(Sn,m—l)]

=4/ % [a*ﬁ (W(Sm,rwl + m6m+1,n)
+ap* (\/E Spamst + Vi +1 5m+1,n)] 43.2)

(v poslednim fadku byly pfeuspotddany ¢leny a vyuzito § funkei k zdmeéné &isel v odmocnindch).
Stfedni hodnota soufadnice je tedy nulovd, pokud |m — n| # 1. Bez Gjmy na obecnosti sta¢i dale
vySetfovat pfipad m = n + 1, pro ktery

. h. . h
W) = | 3370 (@'B+ap’) =2y 57 Re (a'p). (433)

Dalsim krokem je tedy nalézt maximum této funkce vzhledem k a a 8. Parametry « a 8 nejsou
nezdavislé, nybrz jsou vazdny podminkou

lal> + 8> =1 (4.3.4)

plynouci z normalizace vektoru [ ).
Maximum lze urcit dvéma zptisoby:

2 vz

¢ Absolutni hodnota sou¢tu parametrii @ a 8 je v pfimém vztahu k redlné ¢asti soucinu a*g,
o+ B = (a+p)" (a+p) =l +|B]* +2Re (a"B) = 1 +2Re (a*B) . (4.3.5)

takZze namisto vyrazu 2 Re (¢* ) se maximalizuje |@ + 8|. Za dodate¢né podminky (4.3.4) je
nejvyssi hodnoty dosazeno pro @ = = 1/V2.
¢ Alternativné se dd vyuzit poldrni reprezentace parametri @ a

@ = cosfe'?, B =sind, (4.3.6)

kde 6, ¢ € [0,2n) jsou dva thly. Tato parametrizace automaticky spliiuje podminku (4.3.4).
Stfedni hodnota (4.3.3) je v této parametrizaci

oy hm
(WIRly) =4/ MO sin 26 cos ¢ (4.3.7)

a nabyva maximalni hodnoty, pokud je 20 = /2 a zaroven ¢ = 0. To odpovidd hodnotdm

a=p=1/V2.
Vektor, ktery maximalizuje sttedni hodnotu polohy, mé tedy tvar
)= = (im) +m = 1)) 439

a stfedni hodnota operdtoru soufadnice nabyva velikosti

hm

(WIRly) = CYVIo% (4.3.9)
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4 HARMONICKY OSCILATOR 4.4 Posunuti harmonického oscildtoru

2. Stedni hodnota operatoru hybnosti pro stav [y) je

hMQ
2

(v|a" - &ly) =o0. (4.3.10)

Wiply) =

3. Pro sttedni kvadratické odchylky je potieba ur¢it sttedni hodnoty kvadratu operatorti soutadnice
a hybnosti. K jejich vypoctu se vyuZije jiz ziskanych vztaht (4.2.21) a (4.2.22):

\2 ! .
(vel) = 4MQ((11+<n+1|)(( ) +aa+atara?) (ny+ln+1))

h

<n|aa +4 ain> <n+1|éév;‘+é+éin+l>

T AMQ
2n+1 2(n+1)+1
_ 1 4.3.11
—m(n+ ), (4.3.11a)
(y|p*|y) = MQ (n+1). (4.3.11b)

Stfedni kvadratické odchylky budou

h
AyS2 = M—’Q(n +1) - (n+1), (4.3.12a)

2MQ(" D= ZMQ
Ayp? = hMQ(n +1) (4.3.12b)

a relace neurcitosti pro harmonicky oscilator ve stavu |) vychazej

5 2 K2
Al/,X Al]/ (I’l + 1) 4 (4313)
4.4 Posunuti harmonického oscilatoru
Je zadédn operétor
T(a) = em(@-2), 4.4.1)

kde &, &' jsou posunovaci operatory spliiujici komutaé¢ni relace (4.1.2) a « je redlny parametr.

1. Ovéfte, Ze operétor T(a) je unitarni.
2. Ukazte, éemu se rovnd T (a)aT(a) a T () &' T(a).
3. UkaZte, ¢emu se rovna T‘l(a/) X T(oz) a T‘l(a/) ;“)T(a/).

4. Ukazte, temu se rovna H =T-1(a) AT (), kde H je operator harmonického oscilatoru (4.2.1).
Urcete spektrum H’.

5. Naleznéte stfedni hodnotu operatoru soufadnice, je-li harmonicky oscildtor ve stavu |n; a) =
T(a) |n), kde |n) je vlastni vektor harmonického oscildtoru p¥islusejici k energii E,,.

Reseni:

1. Unitarita se ovéfi pfimo z definice za vyuZiti vztahu (1.4.1) (v obou exponencialach se vyskytuje
stejny operator A=a- a’ ktery samoziejmé komutu]e sam se sebou)

-’[‘-i‘((y)-’l‘—((y) _ e—(r(éf—é) e—(r(é—fi%) _ etr(é—é%)—(r(é—éf) _ eO _ -'1‘ (442)
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4.4 Posunuti harmonického oscildtoru 4 HARMONICKY OSCILATOR

2. Z BCH formule (1.4.2) plyne
T1()aT(a) = (88 ge-a(a-2") , ...

=é+[a(é—é"‘),é]+-..

=a+a (4.4.3)

(ostatni &leny v rozvoji jsou nulové, jelikoz komutator odpovidajici operatoru K je &islo, a tudiz
vnofené komutatory vymizi). Stejny vyraz vyjde i pro operator &':

T H)a T(e) =8 +a. (4.4.4)

3. Operétor soufadnice X se vyjadii pomoci posunovacich operatorti (4.2.17) a poté se vyuzije
vysledki z pfedchoziho bodu:

T2 ()T () = 4/ %T—_l(a) (élT + é) T(a)
% (éT +a+ Za)
2h

=X —_ 4.4.
R+ a7 (4.4.5)

Operétor T(a) je specialni verze operatoru posunuti (1.5.1) o vzdalenost
2h
d=a«a 70 —\/Ea/xo. (4.4.6)

To Ize nahlédnout i p¥fmo ze zkutenosti, Ze v argumentu exponenciély operatoru T lze vyjadfit
rozdil & — &' pomoci operatoru hybnosti (4.2.17),

2
T o n
=iy/ g b 4.4.7)

-a
takze
T(a) = e VP — o= #dP, (4.4.8)
coz je forma ekvivalentni s (1.5.1). JelikoZ operator posunuti komutuje s operatorem hybnosti, je
T Y )pT(a) =p. (4.4.9)

4. Ze vztahti (4.4.3) a (4.4.4) vyplyva:

H =T (a)hQ (éfé + %) T(a)

=hQ|[ T )a" T(a)T Y a) aT(a) + %
R
i

= hQ (é*+a) (é+a)+%

= hQ (é*é + ) +ahQ (éT + é) +a2hQ

R —
2MQ ¢
4/ 7 X

= H + aQV2hQM X + > hQ. (4.4.10)

1
2

Hamiltonidn H’ ma stejné vlastni hodnoty jako H, jelikoz oba dva spolu souvisf unitérni transfor-
maci danou operdtorem T(«). Vlastni vektory posunutého Hamiltonidnu H’ jsou

;) = TN (a)|n). (4.4.11)
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4 HARMONICKY OSCILATOR 4.5 Nabity harmonicky oscildtor v elektrickém poli

5. Stfedni hodnota operatoru X pro harmonicky oscildtor ve stavu |n; a) vychdzi

(n; a|X|n; @) = <n T )T () n> = (n|X|n) +d (n|n) = d. (4.4.12)
———— e e
X+d 0

4.5 Nabity harmonicky oscilator v elektrickém poli

Céstice s ndbojem ¢ se nachézi v potencidlu harmonického oscildtoru, a navic v konstantnim
homogennim elektrickém poli intenzity &, sméfujicim podél soufadné osy z. Naleznéte spektrum
tohoto systému.

Reseni:
Hamiltonidn harmonického oscilatoru v homogennim elektrickém poli

. 1 ,, 1 . .
H (&) = mpz + EMszzx2 — gEX (4.5.1)

se pfepise pomoci vysledku (4.4.10) pfedchoziho pfikladu,

H'(&) = H - ¢&% = T Ha)HT (@) - e, (4.5.2)
kde
YQV2hQM = —¢& = Y = By (4.5.3a)
‘ - “T7 o Nonom 7
282 hQ q*&?
= 2 Q = 4 = 4 .
== o oot ~ amR (4.53b)
__48
d= —W. (453C)
Vlastni hodnoty a vlastni vektory Hamiltonianu F’ (&) tedy jsou
, 1 q282
E, =E, —ep=hQ (n + E) YTy (4.5.4a)
A | _ﬁ 1
n) =T o N oM |n) . (4.5.4b)

Vlnové funkce ¢/, (x) = (x|n)" jsou oproti vlnovym funkcim harmonického oscildtoru posunuté v
soufadnici o vzdalenost d, viz (1.5.11). X
K vysledku lze alternativné dospét tak, Ze se Hamiltonidn H’(&) upravi na tplny ¢tverec a pfevede

na tvar H vhodnym pfeznacenim soufadnice.
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5 VARIACNI METODA

5 Variaéni metoda

Varia¢ni metoda'® je jedna z p¥ibliznych ¢asové nezavislych metod v kvantové mechanice.
Dalsim pfibliznym metodam — staciondrni a nestaciondrni poruchové metodé — se vénuji sekce 11
al3.

Necht' Ej je piesnd energie zdkladniho stavu systému popsaného Hamiltonidnem H. Pak pro
libovolny (normalizovatelny) vektor |¢) z Hilbertova prostoru H tohoto systému plati

Ep < % (5.0.1)

Pokud médme néjakou mnoZinu testovacich funkci |#) € M c H, pak nam zakladni stav nejlépe
aproximuje minumum funkcionélu

_ <9|3|9>
Emin = |GI)I>1£/}/(E[|9>] = o)y

V praxi se uziva takové mnoziny vektort |6(1)), kterd je zcela parametrizovana sadou cisel 4. Pak

<9(1)]H‘9u)>

Emin = min E(0) = =5 000y

(5.0.2)

5.1 Aproximace zdkladniho stavu nekonec¢né hluboké potencidlové jamy

Pomoci varia¢niho principu naleznéte nejlepsi aproximaci zdkladniho stavu nekoneéné hluboké
potencidlové jamy polositky a

0
V(x) = il <a (.1.1)
o |x|>a
s testovaci funkci
61(x) = (x]6(2)) = a* — |x|* (5.1.2)
a srovnejte s pfesnym feSenim
n? n?
E1 = %@, (5133)
1
#1(x) = 7 s % (5.1.3b)

Reseni:

K feSeni se vyuzije vztah (5.0.2), kde se minimalizace bude provadét pies jediny parametr A.
Vypocet spociva ve dvou krocich:

13Bg7né se oznatuje také jako Ritzova variadni metoda.
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5.1 Nekonecné hlubokd jama 5 VARIACNI METODA

1. Vypocet stiedni hodnoty Hamiltonidnu pro vlnovou funkci 6, (x):

(ecolfocn) 2 9 030 oy
o)) [ 10,002 dx -

v Citateli i jmenovateli integrujeme sudé funkce|
- stadi pocitat na intervalu (0; a)

B2 foa (at = x*) dd—; (at = x?) dx

H(A) =

2m /oa (a? _X/I)Z dx
2 @t — xV) xA2dx
= h_ /l(/l - ) u/(; ( ) =
2m fo (a2t — 2xtat + x21) dx

1 - 1 114
oo P 7 = wa
2 1
2m [az/lx _ ma/lx/l+l + mx2/1+l]
2 T~ o
= /l(/l - 1) - — =
2 2 1
2ma -t o
20-1-A+1
G AA-1) =D 21-D B
T 2ma (A+1) (2441) =2(2A+1)+a+1
(+1) (2A+1)
P o(A+1)(21+1)
= 5.14
4ma?  (21-1) ( )
2. Vypocet minima funkce H(A):
dH(A
W _,
oA
22+2+22+1)(24-1) =221+ 1)(22+1) =0
42> -421-5=0 (5.1.5)
Minimum je dano kladnym kofenem
1 6
Amin = +2\/_ ~1,723. (5.1.6)
Po dosazeni vychézi
: R 2vV6+5
Emin = H(Amin) = W 5 =
2V6 +5
= \/_2 EO ~
bs
~ 1,00298E, (5.1.7)

Za pozornost stoji, Ze i velice jednoducha testovaci funkce zavisla jen na jednom jediném parametru
dava velice pfesny odhad energie zdkladniho stavu.
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6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

6 Skliadani momentu hybnosti

~(2
J()

. a1 ~(1) A2 o .
Jsou zaddny dva nezavislé operatory momentu hybnosti 3 ), , [J( ), i) )] = 0, které ptlisobi

na Hilbertovych prostorech H1), (2. Operator celkového impulsmomentu'*
3=3"43% 6.03)

pak ptisobi na Hilbertové prostoru H = H1) ® H (). Mezi jednotlivymi operatory a jejich slozkami
plati komutacni relace

|97 36| = iejuadi, (6.0.4a)
[CJ J-,JZ: -0, (6.0.4b)
[32,3(1)2: - [32,3(2)2] -0, (6.0.4¢)
13,977 =[3;,9"7] =0. (6.0.4d)

Z toho vyplyva, Ze na prostoru H lze volit za tplnou mnozinu komutujicich operatorti jednu z
néasledujicich dvou mnozin operétorti se svymi bazemi:

A2 A ~(2)2 A . .
IV TP — {ljimr) @ ljama))

A(1)2 A(2)2 A2 = o (6.0.5)
R R R B — A{lirj2im)}
(déle budeme uzivat zjednodusené znaceni |j1 m1) ® |j2 ma2) = |j1 m1) | j2 m2)). Plati tedy
A2 . . ...
3w ljilolm) = j1(j1+1) [j1j2jm) , (6.0.6a)
A@)2 . . Lo
J7 i 2gm) = 22+ D lj1jajm), (6.0.6b)
A2, . L.
J j1jajm)y=jG+1)j1j2im), (6.0.6¢)
B lj1j2jmy=mljrjajm), (6.0.6d)
pficemz kvantova ¢isla museji spliiovat
i -pl<j<ji+jp,  m+m=m]| 6.0.7)
Mezi obéma bazemi plati vztah
lj1j2jm) = Z ij-;n,;l fymy [J1M1) | J2m2) | (6.0.8)
my my
kde C]J.;'Z11 iy, jsou Clebsch-Gordanovy koeficienty'”.

6.1 Explicitni vypocet Clebsch-Gordanovych koeficienti

Explicitnim vypottem pomoci posunovacich operatorti J.. = J;+iJ; naleznéte Clebsch-Gordanovy
koeficienty pro sklddani impulsmomentti j; = j» = 1.

14Formalng by se mélo spravné psat

1=1V 1?41 el?, (6.0.1)
coz ve slozkdch znamena o i A A
J; =J§1> ©1@ +iM ®J}2>, =123, (6.0.2)
ve shodé s jiz dfive pouZitym operdtorem dvou spinti (3.1.3).
157iné zptisoby zéapisu Clebsch-Gordanovych koeficientti pouzivané v literatuie jsou
oy famy = (1M1 j2maljm) = (j1 ja jlmy mom) (6.0.9)
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6.1 Explicitni vypocet C-G koeficientti 6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

Reseni:
Budeme uzivat zkrdceny zédpis

[j1j2jm)y=111jm) — |jm) (6.1.1a)
lj12mi2) =|1mio) — |m2) (6.1.1b)

Na zéakladé trojahelnikové nerovnosti (6.0.7) muZe celkovy moment hybnosti nabyvat pouze hodnot
J €40,1,2}.

* Zacina se obvykle s vektory s nejvyssi vdhou:
22) =1{1)]1) (6.1.2)
(fazi mtzeme volit obecné libovolné, jednicka je v tzv. Condon-Shortleyové fizové konvenci), takze
Cit =1 (6.1.3)

¢ Kvypoctu dalsich Clebsch-Gordanovych koeficientti v podprostoru j = 2 se vyuZziva postupného
pusobeni posunovacimi operatory J., které spliuji

Joljmy=a® (Gom)ljm=1),
a®(j,m)=j(j+1) —m(m=1)

(6.1.4)

A2 ., A q g o .
(analogické vztahy plati pro jednotlivé impulsmomenty 3 ), pricemz J, = I + 3. Pasobent

operatoru J_ na obé strany rovnosti (6.1.2) da

J_22y=221), (6.1.5a)
Jo 1y 1)y = 3D 1)y 1) + 3@ 1y 1)

= V2(|0)[1) +]1) [0)) (6.1.5b)

z ¢ehoz vyplyva, Ze

1
21) = — (|1} |0) + |0} 1)), 6.1.6
|>\/§(|>|>|>|>) (6.1.6)
a tedy
1

Cld11=CHip= 5 6.1.7)

¢ Jelikoz musi platit m = my + my, viz (6.0.7), jsou ostatni Clebsch-Gordanovy koeficienty s j =2 a
m = 1 nulové:
21 21 21 21 21
Ci111=C010=CiZ110=Cip1-1=Ci211.1 =0 (6.1.8)

* Dalsi ptisobeni posunovaciho operédtoru vede na

J_121) =V6]20) , (6.1.9a)
J% (10) 1) +11)10)) = % (V21-1) 11+ V210) [0} + V2 0) [0) + V2 [1) |-1)) =
=[-1) 1) +2]0) |0) + [1) |-1) , (6.1.9b)
takze
20) = % (I=1)11) +210)10) + 1) |-1)) . (6.1.10)

Odpovidajici Clebsch-Gordanovy koeficienty jsou

1
20 20
Cioin=Chnia=x (6.1.11a)

SE

20
Cl=—. (6.1.11b)

B

Vsechny ostatni koeficienty s / = 2, m = 0 jsou nulové.
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6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI 6.1 Explicitni vypocet C-G koeficientti

* Opakovani postupu ptisobeni operatorem J_ da

2-1)-= \irz (10 [-1) + |-1)0)) . (6.1.123)
2-2) = |-1)|-1) (6.1.12b)

a ptislusné Clebsch-Gordanovy koeficienty jsou

1
2-1 2-1
Clo1-1=Ci 110 = 6 (6.1.13a)

Citi=1 (6.1.13b)

e V dalsim kroku se pfejde do podprostoru j = 1. Vektor s nejvyssi vahou |1 1) 1ze zkonstruovat
pouze ze dvou vektort béze nesloZzenych momentd hybnosti,

[11) =c110) |1) +c2(1) |0) . (6.1.14)

Tento vektor musi byt kolmy na |21),

(21]11) =0, (6.1.15)
z ¢ehoz plyne rovnice

Cc1 (&)

— +—==0. 6.1.16

AR o110

Koeficienty c1, ¢3 jsou navic vdzany normaliza¢ni podminkou |cq |2 + |cz|2 = 1. Podle Condon-
Shortleyovy fazové konvence se koeficienty c1, ¢2 voli redlné, a navic koeficient u |1) |0) kladny.
To vede na jednozna¢né vyjadfent

1
11) = — (1) [0) — 0y 1)), 6.1.17
|>\/§(|>|>|>|>) (6.1.17)

z ¢ehoz 1ze ziskat Clebsch-Gordanovy koeficienty

1

CcH = —, (6.1.18a)
1110~ 15
1
Cil, =-——. (6.1.18b)
1011 2
* Nyni Ize opét ptisobit operdtorem J_, coz da
1
110) = = (1) |- = |-1) 1)), (6.1.19a)
V2
1
T -1)=—=(0)|-1)-[-1)10)), (6.1.19b)
V2
takze
1
Citio1= - (6.1.20a)
2
1
Cro = 5 (6.1.20b)
1
Cioi-1= 5+ (6.1.200)
¢l o L (6.1.20d)
V2
e Zbyva urit posledni stav, ktery lezi v jednorozmérném podprostoru j = 0:
[00) =dy|1)|-1) +d210) |0) + d3 |-1) |1) . (6.1.21)
Podminky ortogonality
(20/00) =(10]00) =0 (6.1.22)
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6.1 Explicitni vypocet C-G koeficientti 6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

vedou na soustavu rovnic

di 2d, dj
— +—+4+ — =0, 6.1.23a
NN od
dy  ds
— - —=0, 6.1.23b
AR ( )
z které vyplyvaji vztahy mezi koeficienty
dy =d3 = —d. (6.1.24)
S uvézenim Condon-Shortleyovy fdzové konvence je tedy
1
00)=—(|1)|-1) = 10) |0) +|-1) |1 6.1.25
|>\/§(|>|)|>|)|>|>) ( )
a
oo g0 L (6.1.26a)
111-1 1-111 3
1
Cloo= 5 (6.1.26b)
J 2 2 1 2 1 0 2 1| 2
m || +2 | +1 +1 0 0 0| -1 -1 -2
my  mo
+1  +1 1
1 1
S S 1 1 1
+1 -1 ? ﬁ ?
0 0 3 0 5
1 +1 N — L
V6 V2 V3
0 -1 1
V2 V2
-1 0 E—
V2 V2
-1 -1 1

Tabulka 1: Clebsch-Gordanovy koeficienty pro impulsmomenty j; = j» = 1. Pokud v tabulce neni uvedeno
zadné &islo, je prislusny C-G koeficient nulovy.

Vsechny vypocitané Clebsch-Gordanovy koeficienty pro impulsmomenty j; = j» = 1 jsou pfe-
hledné uvedeny v tabulce 1.
Shrnuti
Obecny postup vypoctu Clebsch-Gordanovych koeficientt: je tedy ndsledujici:
1. Zacne se s vektorem s nejvyssi vahou
lj1s 2,0 = Ji+j2,m = ji+j2) = lj1j1) ljam2) (6.1.27)

2. Opakované se zaptisobi posunovacim operatorem J_na obg strany rovnice. Tim se naleznou
vSechny vektory |j1, j2. j = j1+ j2.m), m € {=(j1+ j2), ..., 1+ j2} z podprostoru j = ji + j>.
3. Vektor z podprostoru s o jednicku nizsim j = j; + jo — 1 a s odpovidajicim nejvyssim moznym
m = j1 + j» — 1 se uréi z podminky kolmosti na jiz vypocteny vektor z prostoru j = j1 + jo,
Jujni=n+p-1Lm=j+p-1j.jj=h+jm=j+j-1)=0. (6.1.28)
V Condon-Shortleyové fédzova konvenci je pak koeficient u ¢lenu s nejvyssim m kladny a redlny.

4. Body 2 a 3 se opakuji do té doby, nez se dospéje do podprostoru s nejnizsim moznym j = |j1 — j2|.
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6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

6.2 Maticova realizace operdtoru momentu hybnosti

3

Naleznéte maticovou realizaci operatoru J pro ¢astici se spinem j = 5.

Reseni:

Hilberttiv prostor viech stavti je étyfrozmérny ajeho bazi tvoii vektory |3 m), kdem € {-32,-1,1, 3},

Operétory Jj budou tedy realizovdny maticemi 4 x 4. Stavy |% m> se pfifadi k vektortim

1 0
33 0 31 1
[ = —, = = 21
2’ 2> 0 '2’ 2> 0 (6.2.1a)
0 0
0 0
3 1\ _|o 3 3\ _|o
‘E,—§> = 1 ’E,—§> = B (621b)
0 1
Jelikoz Js |/ m) = m|j m), matice J3 bude diagondlni, pfi¢emzZ na diagonale budou vlastni hodnoty m:
4 (1) 0 0
{0 5 0 0
b=, 2 1o (6.2.2)
00 0 -3
Pro vypocet J; a Jo se vyuZzijeme vlastnosti operatorti Af = J1 + 132 (6.1.4)
1 0 0 0
0 -y (3 3)|1 3(3 3(3 1 1
B — R — — | = 1 _ |- = 1 = 2
J-lo[=@ (2’20 212+ 2127 Y[o|= 3o/ (6:2.32)
0 0 0 0
a podobné
0 0 0
11 (3 1\|0]|_,|0
J_ O =a (E,E 1 —2 1 N (623b)
0 0 0
0 0 0
0]_ (3 _1 0] _ 0
o|{|=a (5, 5110 =3 ol (6.2.3¢)
0 1 1
takze
0 0 0 0 0 V3 0 0
[¥v3 0 0 0 + [0 0 2 0
J_= 0 2 o0 ol J+—J,—O 0 0 \3 (6.2.4)
0 0 V3 0 0 0 0 0
a z inverznich vztahti k definici J.. se dostane
0 v3 0 0
Jy+do 1|3 0 2 0
= == 6.2.5
h="57=310 2 o V3| (6.2.52)
0 0 V3 0
0 -V3 0 0
Jo-Jo ifv3 0 -2 0
p— = — . .2. b
)2 2i 210 2 0 -3 (6.2.5b)
0 0 V3 0

PHimym vypoctem se lze pfesvédcit, Ze tyto matice spliiuji komutaéni relace pro impulsmoment
[Jj,Jk| = i€;xid;. Jednad se o Etyfrozmérnou reprezentaci rota¢ni grupy SO(3).

6.5
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6.3 Moment hybnosti atomu vodiku 6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI

6.3 Moment hybnosti atomu vodiku

Jadro atomu vodiku (proton) md spin s, = 3, spin obthajictho elektronu je s. = 1 a elektron
se nachazi na orbitalu d (orbitalni moment hybnosti je tedy / = 2). Operétor celkového momentu

hybnosti ozna¢ime

alp)

3=8" 48941

+S "+L. (6.3.1)

1. Uréete celkovy pocet kvantovych stavt, kterych miize moment hybnosti J nabyvat.

2. Urcete, jaké hodnoty miize mit celkovy moment hybnosti j a kolik stavti pfislusi kazdé jeho

hodnoté.
3. Urcete normalizované stavy
33)
jmy=1 132) , (6.3.2)
131)

kde m znaci projekci celkového momentu hybnosti J na tfeti soufadnou osu.

4. Urcete stfedni hodnotu ~(e) alp)
<32‘S .8 ‘32> . (6.3.3)

é(p)

Ndpovéda: Skalarni soucin operétort §“. vyjadfete pomoci operatorii S a éée’p ),

Reseni:
1. Pro obecnou hodnotu momentu hybnosti j existuje 2j + 1 odlisnych stavd, takze
° 5, = % dava 2 mozné stavy,
° 5, = % dava také 2 mozné stavy a
* [ =2dava 5 moznych stavd,
celkem tedy 2 x 2 x 5 = 20 stavtL.

2. Slozeni dvou momentt hybnosti j; a j» vede diky trojihelnikové nerovnosti (6.0.7) na celkovy
moment hybnosti s moznymi hodnotami od |j; — j2| do ji + j»2. SloZeni dvou spinti s, a s, da
tedy dvé mozné hodnoty momentu hybnosti s = 0 a s = 1. Pokud se k mezivysledku s = 0 pfida
orbitdlni moment hybnosti / = 2, vysledkem bude jedind moZna hodnota j = 2 (5 moznych
stavtl). P¥ida-li se orbitdlni moment hybnosti k mezivysledku s = 1, budou mozné tfi rtizné
hodnoty j =1 (3 mozné stavy), j = 2 (5 moznych stavil) a j = 3 (7 moznych stavii). Plati tedy:

* j =1déava 3 mozné stavy,
e j=2déavad 10 moznych stava (S pros=0a5pros=1)a
* j=3déava 7 moznych stavd,
celkem tedy 3 + 10 + 7 = 20 stavti, coz souhlasi s vysledkem piedchoziho bodu.

3. Stav |j m) = |3 3) je jedine¢ny (je to stav s nejvyssi vahou), ktery mé v bazi jednotlivych momentt
hybnosti vyjadient
11 11
=z = = 22); . 34
p9=153) °[33) @R 634
Stav [32) se zisk4 ptisobenim posunovaciho operatoru J_ = S p—+ S._ +J_ na obg strany rovnosti
za vyuziti vzorcti (6.1.4) (pro zjednodu$eni zapisu vynechdvame znak tenzorového soucinu):

1 1 11 11 1 1
Ve152) =5 ‘zUz ) 22, 4; zUz -3). P2,
11 11
23} 73], 2o o




6 SKLADANI MOMENTU HYBNOSTI 6.3 Moment hybnosti atomu vodiku

z ¢ehoz se vyjadfi stav |32) vydélenim V6.
Opakované piisobeni operatorem J_ dé zbyvajici hledané stavy

1 (|1 1\ |1 1 1 1\ |11
|31>=—(‘-—-> -—-> |22>J+2‘-—->
2V15\12 2/, e

22> 21),

2 2 2 2

Loyt
22/,

11
S —Z2) 22y, +2) -
> -3), B2

11
5 §>e 120), ) (6.3.6)

4. Pro dva obecné momenty hybnosti A, B plati rozklad

A . B = Alél +A2B2 +A3B3 = % (A+B, +A,B+) +A3B3 s (6.3.7)

takZe specialné pro A = § paB= S, se dostane

A A 1 111 1\ (11 1111\ |1 1
$u8ap2 = (-5 -3 22), 220~ la3) [z -2), 22
1111\ |11
- ‘E §>,, ! §>e 21), ) (6.3.82)
A A 111\ 11 1
Sp+Se-132) = l2 §>p 5~ §>e 12,2); , (6.3.8b)
111 1\ |11
Sp Se+ |32> \/6 'E - §>p 'E §>e |2, 2)] N (638C)
Dil¢i maticové elementy pro rozklad (6.3.7) jsou
A oA 1(1 1 1
<3 2|Sp3863 32) = 2 ( -1 ) ==, (6.3.92)
A oA - 1
<3 2)Sp+se_ > < - > -2 (6.3.9b)
a hledany maticovy element ma tedy hodnotu
1(1 1 1 1
< > (6*6)*3‘1' (6.3.10)

Pozndmka: Ptiklad je pfevzat ze sbirky [8], pfiklad 3.12.
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7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

7 Potenciily s 5-funkcemi

7.1 Jednoducha ¢ jama nebo bariéra
Castice o hmotnosti M se nachazi v potenciélu ve tvaru jednoduché ¢ funkce,
V(x) =cd(x), (7.1.1)

kde c je konstanta, jejiz velikost udava ,silu” potencidlu. Pokud je ¢ < 0, jednd se o jamu, v opacném
pripadé o bariéru.

1. Napiste Schrodingerovu rovnici pro tento model a naleznéte podminky, které musi spltiovat
vlnové funkce v bod¢, ve kterém se nachézi ¢ funkce.

2. Pro pfipad jdmy c¢ < 0 naleznéte vSechny vdzané stavy (tj. stavy se zdpornou energit, existuji-li)
a pfisludné normalizované vlastni funkce.

3. Naleznéte feSeni pro E > 0 (v této oblasti je spektrum spojité). Vypocitejte pravdépodobnost
prichodu T a pravdépodobnost odrazu R na potencidlu a nakreslete graf 7' = T'(E), R = R(E).

4. Vypocitejte fazové posunuti § vinové funkce a zakreslete funkci 6 = 6(E).

Reseni:

1. Schrodingerova rovnice pro vinovou funkci ¢ (x) zni

Y(x) = Eg(x). (7.1.2)

Integrace v malém okoli x = 0, ve kterém sedi ¢ funkce, vede na vztah

K2

YV [/ (e) =y (—€)] +cy(0) = Fl ¥ (x)dx, (7.1.3)

kde ¢’ (x) = dy(x)/dx. Limita € — 0+ dé sesivaci podminku'®

|/ (04) - ¢/ (0-) = Ky (0) |, (7.1.6)
kde ¢’ (0+) oznacuje limitu zleva (-), resp. zprava (+) funkce ¥’ (x) vbodé x =0 a
2Mc
= . 7.1.7
h? ( )

VInova funkce pifi priichodu 6 funkci potencidlu musi byt spojita a jeji derivace md skok dany
vzorcem (7.1.6).

2. Vézany stav se musi nachazet na energii £ < 0. Pro x # 0 md Schrodingerova rovnice (7.1.2) tvar
jako pro volnou ¢astici

R d%y(x)
e =Ey(x 1.
S = B (7.18)
a jeji obecné fesent je
U(x)=Ae“+Be ", (7.1.9)

16Rovnice (7.1.6) lze té7 formalné piepsat pomoci logaritmické derivace

L_Y(x) d ,
L(x) = 00 I Iny (x) (7.1.4)
na tvar
L(0+) - L(0-) =K. (7.1.5)
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7.1 Jednoduchd ¢ jama nebo bariéra 7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI

kde A, B € C jsou konstanty a
2ME
-

K=

(7.1.10)

VInova funkce v oblastech I (nalevo od ¢ funkce, x < 0) a II (napravo od ¢ funkce, x > 0), viz
obrazek 5, je

Y1(x) = A ek +Be ¥, x <0, (7.1.11a)
Yi(x) = Ce* +De ™™, x> 0. (7.1.11b)

Aby byla vinova funkce normovatelna (kvadraticky integrovatelnd), musi vymizet v nekone¢nu,
limy .00 ¢ (x) =0, z ¢ehoZ plyne, Ze
B=C=0. (7.1.12)

Sesivaci podminky [spojitost, skok v derivaci (7.1.6)] v bodé x = 0 davajt

¥1(0) = yu(0), (7.1.13a)
Y11(0) —¥1(0) = Ky1(0), (7.1.13b)
takze
A=D, (7.1.14a)
K= —g. (7.1.14b)

Dosazeni (7.1.7) a (7.1.10) vede na kvantovaci podminku

M 2
E= —2—;2 , (7.1.15)

ktera udava energii jediného vdzaného stavu systému.

Yi(z) Yn(r)

T

-5 0 5

Obréazek 5: Normalizovana vinova funkce vazaného stavu proM =h=1, ¢ = -1.

Zbyva nanormovat vlnovou funkci, tj. nalézt hodnotu parametru A:
. 2 ! 2 . 2
1= [ welde= [ unePdce [P ds

0 )
_ |A|2 {/ eZKx dx +/ e72kx dx}
o 0

1 ! 1 | 142
o A (7.1.16)
2k . 2k 0 K
Pfi volbé nulové komplexni fdze normaliza¢niho parametru je
M
A=D=vk=4|-=% (7.1.17)
72
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7 POTENCIALY S 6-FUNKCEMI 7.1 Jednoduchd ¢ jama nebo bariéra

[veli¢ina « byla vyjadiena pomoci (7.1.14b) a (7.1.10)]. Normalizovana vinova funkce vdzaného

stavu (7.1.15) je tedy
Mc _mc
Yi(x) = \/——C e WY, (7.1.18a)
72

Mc Mc,
i1 (x) = + /_h_zc et ¥, (7.1.18b)
v(x) = \/—% e W, (7.1.19)

Jeji priibéh je zndzornén na obrazku 5.

nebo souhrnné

3. Jedna se o rozptylovou tilohu na 1D potencidlu. Castice piichazi z oblasti, ve které je asympto-
ticky volnd, do lokalizované interakéni oblasti. Interakce zptisobi, Ze se astice miiZe s urcitou
nenulovou pravdépodobnosti odrazit. Pokud naopak projde, mtize se zménit jeji faze. Tyto
zmény uddvaji méfitelné veli¢iny pravdépodobnost prichodu T, pravdépodobnost odrazu R a
fdzovy posun 6.

V kladnych energiich mé systém spojité spektrum. V oblastech I a II je feSenim Schodingerovy
rovnice (7.1.11) se vinova funkce vyjadfi jako

Y1(x) = Aelt +Be ik,

Yir(x) = C ek 4D e kx| (7.1.20a)
kde
2ME

Pro ur¢eni pravdépodobnosti priichodu a odrazu se pfedpokladd, Ze k ¢ funkci pfichdzi vina
zleva (¢len tmérny A) a rozdéli se na odrazenou vinu (¢len tmérny B) a proslou vinu (Elen
umérny D). Zprava Zddna vlna nepfichdzi, takze D = 0. Hledané pravdépodobnosti se pak
definuji jako

R=|R?, R=—, (7.1.22a)

>0 |

T =%, T=—=T|€, (7.1.22b)

kde R je amplituda odrazu, T je amplituda priichodu a 6 je fdzové posunuti.
1~

0.8

064

0.4 -

0.2 4

Obrézek 6: Pravdépodobnost pruchodu (¢ernd ¢dra) a odrazu (¢ervend pferusovand ¢ara) pro potenciél
tvofeny jednou & funkci (M = h = ¢ = 1). Jejich soulet je roven 1.

Sesivani vinové funkce (7.1.20) v bodé x = 0 vede na podminky

A+B=C, (7.1.23a)
ik(C+B-A)=KC. (7.1.23b)
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7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI

Vyjadienim B z prvni podminky a dosazenim do druhé se dostane

Pravdépodobnost priichodu je tedy

a analogicky pravdépodobnost odrazu

A
C= "% (7.1.24)
2k
1 1
== (7.1.25)
Tty 1+(%) L+ e
1 1
_ (7.1.26)

2 2h2E °
1+ (ZTK) 1+ Mc?

Plati, Ze T + R = 1. Obé pravdépodobnosti jsou zakresleny na obrazku 6.

Pozndmka: Povsiméte si, Ze R ani T nezdviseji na znaménku c, tj. pravdépodobnost priichodu a
odrazu je pfi zadané energii stejnd pro ¢ jamu i pro ¢ bariéru.

4. Fazové posunuti'’

6 znadi fazi, o kterou se posune rovinna vlna kvili pfitomnosti potencidlu

oproti pfipadu bez potencidlu. Situace je schematicky zndzornéna na obrazku 7. Pro uréeni
fazového posunuti se vyjde z definice (7.1.22b), coZ po dosazeni da

0 = arctan

T K M
mI = —arctan Tl arctan c | 2E (7.1.27)

Energeticka zavislost fazového posunuti je zakreslena na obrazku 8.

Yr()

5 II

- 7 Yn(x)
vina po prachodu bariérou
----- vina bez pfitomnosti bariéry

Obréazek 7: Vinova funkce pro vypocet fazového posunuti § (¢ervené). Vinova funkce za nep¥itomnosti
potencidlu V(x) = ¢ 6(x) je zndzornéna prerusovanou ¢arou.

Pozndmka: Potencial ve tvaru ¢ funkce md simulovat velmi tizkou a hlubokou potencidlovou jamu,
resp. bariéru. Jedna se vlastné o limitni pfipad kone¢né jamy (bariéry) sifky a a hloubky (vysky) v,

kde a — 0 a zaroven va = ¢ = const.

7.2 Dvé § jamy nebo bariéry

Céstice 0 hmotnosti M se pohybuje v potencialu slozeném ze dvou 6 funkci vzdalenych od sebe

o délku a,

wm=cp(

X - —

;)+5@+%ﬂ. (7.2.1)

17Drzime se zavedené notace, proto pro fazové posunuti i pro ¢ funkci se pouZivé stejné, piestoze kolizni oznacent.
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O -
-0.5 A
4]

154

0 2 4 6 8 10 B
Obrazek 8: Fazové posunuti pro jednu 6 funkci (M =h=c =1).
1. Naleznéte rovnici pro vdzané stavy systému (E < 0, ¢ < 0) a vyfeste ji numericky. Porovnejte
vysledné energetické spektrum s pfipadem jedné jamy.

2. Pro E > 0 urcete pravdépodobnost prichodu T(E) a pravdépodobnost odrazu R(E). Zakres-
lete T'(E) do grafu spole¢né s pravdépodobnosti priichodu skrz jednu ¢ funkci.

3. Pro E > 0 urcete fadzové posunuti 6. (E) zvlast pro liché a zvlast’ pro sudé vinové funkce.
Zakreslete obé fadzové posunuti do grafu spole¢né s fdzovym posunutim pro jednu § funkci.

Pro v8echny ¢&iselné vypocty uvazujte h=M = |c| =a = 1.

Reseni:

1. Jelikoz Hamiltonian (7.2.1) komutuje s operatorem parity P, tj. je symetricky viiéi zdméné x <> —x,
p & —p, vlnové funkce ¢ (x) museji byt sudé nebo liché,

Ui(x) =¢i(=x) : Uir(x) = A; cosh kix (7.2.2a)
Ym(x) = By e = yp(—x) (7.2.2b)
Y_(x) =—=¢_(—x): Yym(x) = A_sinh k_x (7.2.2¢)
Yym(x) = B-e " = —y1(-x), (7.2.2d)

kde k. jsou dana vztahem (7.1.10). Aplikace podminky spojitosti v bodé x = a/2 a skoku v
derivaci (7.1.6) vede pro sudé fesSeni na rovnice

a x4
A+cosh/<+§ =B,e 2

—B.k,e %% —A,k, sinh K+% = KB,e %7, (7.2.3a)

jejichz vydélenim se obdrzi kvantovaci podminka

K, tanh K+% = (ks + K)|. (7.2.4)

Pro licha feSeni sta¢i provést zaménu sinh x < coshx, coZ vede na rovnici

«_ coth K,% - (k- +K)|. (7.2.5)

Po vyjadfeni hyperbolickych funkci pomoci exponencidl

1 e¥—e™*

tanhx = = —
cothx eX+e*

(7.2.6)
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lze podminky (7.2.4) a (7.2.5) kompaktné zapsat jedinou rovnici

[-Ke ™ =22k +K)]| (7.2.7)

Regenim této rovnice je priise¢ik exponencidly —K e *+¢ (pro vazané stavy je K < 0, takze
exponencidla lezi v horni poloroviné grafu) s pfimkami +(2«. + K). Zatimco sudé feSeni existuje
vzdy, existence lichého feSeni je podminéna tim, Ze smérnice piimky v bodé «_ = 0 musi byt
vétsi neZ smeérnice exponencidly v tomtéZ bodé:

[Ka <-2]. (7.2.8)

Obé situace jsou zndzornény na obrézku 9.

4
| (a) K - _1 2I€+ +'K,»’

/,/'/Q’I‘;q_ + K

n —(2h+ K)o,

Obrazek 9: Numerickeé feseni rovnice (7.2.7) pro dvé hodnoty K = -1 a K = 3. V pfipadé K = -1 existuje
pouze sudé feseni s energif E, = —0.273 (liché feSeni E_ = 0 vede na nenormalizovatelnou vlnovou funkci), v
pfipadé K = -3 existuji dvé feseni E, = -1.55a E_ = —0.382.

Reseni rovnic (7.2.7) 1ze explicitné vyjad¥it pomoci Lambertovtich W funkci'®

K 1 I(a Ka
sE—m =W (F— 7.2.
Ki 2+aW(+2e ) (7.2.10)
r4 s K 5 4 2 0
N K K L . 1 1 1 - 0
el K+ 5
,,,,,,,,,,, K_ -
- )
. ) » 7
- ’ -4
. p B

N S EL --6
T T T T 0 VVVVVVVVVVV E7 E

8 g 6 4 2 0 L g

Obréazek 10: Zavislost spektra dvou 6 jam «. a E. na sile interakce K a srovndni s jednou jamou « a E,
viz (7.1.15) a (7.1.7).

S klesajici hodnotou K (rostouci silou ¢ funkci v potencidlu) se feSeni vice a vice pfibliZzuji k
sobé. Pokud Ka < 0, jamy popsané § funkcemi mezi sebou jen velmi slabé interaguji a energie
budou tudiZ téméf degenerované (paritni dublety) a budou blizké energii jedné ¢ jamy (7.1.15) s
dvojnasobnou silou K. Zavislost feSeni «. (K) a odpovidajicich energii E. (K) je vykreslena na
obréazku 10.

18Lambertovy W funkce jsou definovany jako feeni rovnice

y=xe". (7.2.9)

V programu Mathematica se skryvaji pod ozna¢enim ProductLog.
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Normalizované vlnové funkce museji spliiovat normaliza¢ni podminku

1= / T eoPdx=2 fo T e (oP dx (7.2.11)

e8]

(druha rovnost plati diky sudosti / lichosti vinovych funkci). Sudé vinové funkce jsou tedy

a
1 2 ~ _
- = A2 cosh? k,xdx + B2 e 2K
0 7

_ 42 [x sinh2/<+x] 7 e [e—zmr
= A2 sinh 2«.x

=+
2 4y |, =2«
A? B2
= % (kya +sinhk,a) + — e <+
4k, 2Ky
AZ
= (K+Cl + sinh kya + 2 cosh? Kﬂ) =
4k, 2
A2
= 4—+ (e +kya+1) (7.2.12)
Ky

(v pribéhu odvozeni byla pouzita sesivaci podminka (7.2.3)), pficemz hodnoty parametrti A, a

B, jsou
AL = / 2K+ 2(2ky + K)
T Vesaqka+1 ae, +K) +2’

e 4] K+

B, = > Ay = PR KA+, (7.2.13a)
kam se dosadilo z rovnice (7.1.10). Liché vlnové funkce maji hodnoty parametrti
A = / 2K_ B 22k + K)
" Vexcda—x_a-1 a2k +K) +2’
e+d -1 K-
B_= A_=- A_. 7.2.14
2 26, +K (7:2.142)

Souhrnné Ize tedy psat

2(2k4 + K) K_
A+:,f_—, B. =+ A_. 7.2.15
B +a(2K++K)+2 - +2K++K ( )

oK =—1 bl K =-3 ViK==10} |
14 14 , 11 i
ot el 0 __VT_V_”_--V-—""’ \\‘VV‘;;.'V.';'__' (o) R ,,__-_'.'.l - ’ M
[ A A ¢+(IL')
-1 -14 -14 : P e P (.’E)

3 2 4 0 1 2,3 3 2 4 0 1 2,3 3 2 4 0 1 2,3

Obréazek 11: Normalizované vinové funkce pro p¥i hodnoty K. Pro K = —1 existuje jen jeden vézany stav
(sudé vlnova funkce), pro ostatni hodnoty K existuji dva vdzané stavy: sudy . (x) a lichy ¢ _(x). Polohy §
funkci jsou zndzornény svislymi zelenymi ¢erchovanymi ¢arami.

Normalizované vlnové funkce pro tfi rizné hodnoty K jsou zobrazeny na obrazku 11.
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2. Pro stanoveni pravdépodobnosti priichodu a odrazu se v analogii s (7.1.20) opét vyjde z vlnové
funkce ve tvaru (vlna p¥ichézi zleva)

Yr(x) = Ae*¥ +Be ™, (7.2.16a)
yu(x) = Ce* +De ™, (7.2.16b)
Y (x) = F ek, (7.2.16¢)

kde k je dano vztahem (7.1.21). Pravdépodobnost priichodu a odrazu bude

(7.2.17)

Podminky spojitosti a skoku v derivaci vlnové funkce v bodé vedou k rovnicim

A e—ik% +B eik% — Cefik% +D efik% (72183)

a

ik (C e k% _peiks _ge ks 1petik 7) =K (A e ik% 4 Beik 7) . (7.2.18b)
Z prvni rovnice vyndsobené faktorem ik se vyjadii
Cik e7k% = ik (A e iK% 1 geiks _p ei"%) (7.2.19)

a tento vyraz se dosadi do druhé rovnice, coZ po tipravach da

1 a s a K ira ira
ik (B ek _p el"f) -5 (A e ik% 4 el"f) , (7.2.20)
a tedy
p=X (A eika +B) +B. (7.221)
2k

Zpétnym dosazenim do (7.2.19) se dostane

_ iK ika
C=A- (A+Be ) (7.2.22)

Analogicky postup se zopakuje v bodé , pripadné staci vzit vysledek (7.2.21) a (7.2.22) a
provést zaménu k — —k, A— F, B +— 0:
—-K +2ik iK
C=—F—F

5 D=->F elka (7.2.23)

Zkombinovani vztahti (7.2.21), (7.2.22) a (7.2.23) vede na soustavu dvou rovnic pro nezndmé B a
E:

iK —ika _ K g
o (Ae +B)+B— Fee (7.2.24a)
iK . _K +2ik
A- B (Appeike) = 2 L 7.2.24b
2k ( oe ) 2ik ( )

Bez tGjmy na obecnosti 1ze volit A = 1, ¢imzZ se vztahy pro pravdépodobnosti priichodu a odrazu
zjednodusina T = |F|*a R = |B[*.

Reseni poslednich dvou rovnic zni

4>
F=—— —.
K? e%ika — (K — 2ik)

(7.2.25)

7.8
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Po tpravach se ziskd findlni vyraz pro pravdépodobnost priichodu
i} 4k? 4k?
T=FF =

 K2elika — (K - 2ik)? K2 e-2ika — (K +2ik)2
16k*

- 2 2 4 i 2 i
(K2 +4K%) 4 K4 K2 [(K +2ik)2 e2ika + (K = 2ik)? e-2ike ]
————
24=2K*+8K2k2+16k*

B 16k*

- 28 — K2 [(KZ _ 4k2) (GZika +e—2ika) +4iKk (eZika _ e—Zika)]

B 16k

24— K22 (K% - 4k2) cos 2ka — 8Kk sin 2ka

B 8k*
*-K? [(K2 - 4k?) (cos2 ka — sin? ka) — 8Kk sin ka cos ka]

B 8kt

 a—K4cos? ka + K*sin? ka + 4K2k2 cos? ka — 4K2k2 sin® ka + 8K3k sin ka cos ka

4K

~ 4k% + 2K* sin 2ka + 8K2K2 cos? ka + 8K3k sin ka cos ka

- 4k*

 4k* + K2 (K sin ka + 2k cos ka)>

-— ! . (7.2.26)
1+ %5 (2cos ka + & sin ka)

Srovnéni s pravdépodobnosti priichodu pro jednu § funkci (7.1.25) ukazuje, Ze v pfipadé dvou
6 funkci se T lisf o modula¢ni faktor v zavorce ve jmenovateli. Ten zptisobuje, Ze pro specialni
hodnoty k dané rovnici

2cos ka + % sinka =0, (7.2.27)
t.
tan ka = 2k (7.2.28)
K

je pravdépodobnost priichodu T = 1 a pravdépodobnost odrazu R = 0. To je specidlni pfipad
tzv. Ramsauerova-Townsendova efektu, viz téz [2], kapitola 4.10. Pravdépodobnost priichodu T je pro
dvé hodnoty K zobrazena na obrazku 12 (a) a srovnana s pfipadem pravdépodobnosti priichodu
pro jednu ¢ funkci (7.1.25) s dvojndsobnou silou K (limitni pfipad a — 0). Pravdépodobnost
odrazu se dopocitd pomoci relace R=1-T.

3. Fazové posunuti se spo¢itd pomoci defini¢niho vztahu (7.1.22b) z vyrazu (7.2.25):

;e 4k?
K2 (cos2ka +isin2ka) — (K — 2ik)?
42
~ K2(cos2ka — 1) + 4k2 + iK (K sin 2ka + 4k)
4k* |[K?(cos2ka — 1) + 4k> — iK (K sin 2ka + 4k) |

5 . (7.2.29)
[K2(cos2ka — 1) + 4k2|” + K2 (K sin 2ka + 4k)*
sin2ka + 2£
6 = —arctan . (7.2.30)
cos2ka —1+ %

Fazové posunuti je zobrazeno na obrazku 12 (b). Pfitazlivy potencial (K < 0) dava fazové
posunuti zdporné, odpudivy potencial (K > 0) kladné.
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11 3,
5 —K=2
———————— K =4 pro 16

2 pro
T —K=-2

1. -~ K = —4pro 10
05-

0 /// T T T T 1 T T T T 1

0 2 4 6 8 Lk 10 0 2 4 6 8 k 10

Obréazek 12: (a) Pravdépodobnost priichodu a (b) fdzové posunuti 6 pro potencidl dvou 6 jam s K = -2
(Cervené) a K = 2 (modfe). Pro srovndni s pfipadem jedné jamy sily K = +4 slouZi ¢erna ¢arkované ¢ara (v
piipadé jedné jamy je pravdépodobnost priichodu stejna pro obé znaménka K).

7.3 Maticovy formalismus
Céstice hmotnosti M se pohybuje v jednorozmérném potenciélu slozeném z n rtizné silnych 6

funkci,
n

V(x) = Z cjo(x —x;), (7.3.1)

j=1
kde c; jsou jejich ,sily” a x1 < x2 < --- < x, jejich polohy.
1. Obecnou vIlnovou funkci pro &astici v bodé x zapiste ve formé dvousloZkového vektoru.

2. Naleznéte transformaci posunuti vinové funkce o vzdalenost a a zapiste tuto transformaci ve
formé matice.

3. Naleznéte transformaci vlnové funkce pfi prichodu ¢ funkei v bodé x;.

4. Naleznéte transformaci E, kterd dava do vztahu vinovou funkci pfed prvni jagmou s vinovou
funkci po posledni jame.

5. Pro ptipad dvou stejné silnych jam vzdalenych od sebe a najdéte podminku na to, aby vlnova
funkce pro vazané stavy E < 0 byla normalizovatelna.

Reseni:

1. AZnajednotlivé body x; se jednd o vinovou funkci volné ¢astice

W(x) = Ay elF¥ 4 A_ eIk, (7.3.2)
e S
Ui (x) Y- (x)

kde k = y2ME /h? [pro vazané stavy E < 0 je k ryze imaginarni, nebo je moZné pfejit k veli¢ing
k (7.1.10)]. VInova funkce se zapiSe v kompaktnim tvaru dvouslozkového vektoru

Ui(x
Y(x) = ((,//+((x))) . (7.3.3)
2. Posunuta vlnové funkce je
w(x + [l) — A+ Cik,\'+iku +A_ e—ikx—iku — C+iku (!/+(X) + e—iku (,//,(x), (734)
takze . "
ﬂ B e+l\(1 w+(x) B e+l <a O )
q}()‘ + (l) - (Ciku (//,(.Y) - 0 C—iku IP(')L) . (735)
———
T(a)
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3. Sesivaci podminka (7.1.6) pro vinovou funkci (7.3.2) je linedrni, a proto ji 1ze rovnéz vyjadiit
maticovou transformaci vektoru ¥(x). Oznaci-li se vinovd funkce nalevo od j-té § funkce jako
¥ (x;) a vlnova funkce napravo od ¢ funkce jako ¥®) (x;), pak podminka na spojitost a na
skok v derivaci v bodé x; zni

pi g =y ey B (7.3.6a)
ik (wi’” g ) .//<L>) (W R) 4 w_““) . (7.3.6b)

R
—yR

Z prvni rovnice plyne R = yP 4y L) , coz po dosazeni do druhé rovnice d4

K; K K;
T ( . ‘”(*L)) i = (1 ’ ﬁ) S Zlkw(L) (7.3.72)

K
(L) :__J( J(rL)+wEL))+w£L) _

\ 5 ) y, (7.3.7b)

(L)
21k ’ ( 2ik

To je linedrni transformace, kterou Ize zapsat jako

1+ﬁ K
T<R>(xj)=( 2K Tk |9 (x)). (7.3.8)

J
“5k 1=
| ——
R(K;)

4. Transformace E je sloZenim transformaci posunuti mezi § funkcemi T a transformaci pfechodu
pres ¢ funkce R:

E(xp;x1) = R(Kn) T(xn = x,-1)R(Ky-1) - - - R(K2) T(x2 — x1)R(K1). (7.3.9)

5. Transformace (7.3.9) ma pro dvé ¢ funkce tvar

E(a) = R(K)T(a)R(K)

T+550 S Y [e*e 0 \[1+5 K
(2 B B )
T 2ik 21k

K

eika 2 -ika
( (1) etem (£ ethe K
—7ic [(1+ 5) e+ (1 7c) €] -
Stav bude normalizovatelny, pokud sz(rL) =y®) =0, kde wiL) zde znadi ¢ast vinové funkce s

kladnym znaménkem nalevo pted levou ¢ funkci a y(®) ¢4st vinové funkce napravo za pravou &
funkci potencialu.!® Jelikoz ¥R = 2¢(1), plati

(7.3.10)

p B =2y + By, (7.3.11)

a pokud se kviili sprdvnému asymptotickému chovani mé vynulovat v a y® musi byt
Eop =0, neboli (po zavedeni k = ik)

2 2
K K
- (ﬂ) e+ (1 + ﬂ) e =0, (7.3.12)
K?e 2% = (K +2«)?, (7.3.13a)
|K|e™ % = + (K +2«) . (7.3.13b)

Rovnice je identickd s rovnicemi (7.2.4) a (7.2.5). Jejim feSenim bychom dostali energie vazanych
stavi.

Pro vazané stavy je k = iy-2ME /h = ix
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7.4 Periodicka ¢ funkce (Diractv hieben)
Céstice 0 hmotnosti M se pohybuje v jednorozmérné mifZce popsané periodickym potencialem

(o8]

Vx)=c Z 6(x —na), (7.4.1)

n=—o0o

kde a je vzdalenost mezi sousednimi ¢ funkcemi (mfizkovéa konstanta).
Hledejte vlnovou funkci ve tvaru Blochovy viny

Wy (%) = €9 uy(x), (7.4.2)
kde funkce u, (x) je periodicka s periodou a
ug(x) =ug(x+a) (7.4.3)

a q je kvazihybnost (m¥izkovd hybnost).”’

1. Aplikujte sesivaci podminky pro navazovani vinové funkce na ¢ funkci a naleznéte energetické
spektrum pro ¢ > 0, E > 0. Diskutujte jeho vlastnosti a zdvislost na parametru c.

2. Pro dvé hodnoty K =1 a K = 10 vypocitejte a zakreslete do grafu disperzni relaci E(g) pro
nejnizsi ¢tyti energetické pasy. UvaZujte nasledujici konvenci: pokud nn < ka < n(n + 1), pak
mm<qga<nn+1),nelN.

3. Vypocitejte grupovou rychlost
ow 10E
- _ %= 7.4.4
a zakreslete jeji zavislost na ¢ a na E pro dvé hodnoty parametru K = 1, K = 10 a nejnizsi ¢tyii
energetické pdsy. Srovnejte s rychlosti volné castice.

4. Naleznéte parametry A, B vlnové funkce. Vlnovou funkci normalizujte na vzdélenosti mezi
dvéma delta funkcemi:

/O g (o) dxe = 1. (7.4.5)

5. Najdéte feSeni Schrodingerovy rovnice pro piipad K < 0 (v tomto pfipadé miiZe byt energie i
zépornd). Podobné jako v 2. bodé zakreslete disperzni relaci E(q) pro K = -1a K = -10.

Pro v8echny numerické vypocty pfedpoklddejtea = M = h = 1.

Pozndmka: Diraciv hieben je trividlni jednorozmérny model, na kterém lze studovat zakladni vlast-

vvvvv

potencidl, ktery misto opakujicich se ¢ funkci uvazuje pravothlé bariéry o kone¢né siice b a vysce

Vo, vzdalené od sebe o mfizkovou konstantu a > b, se nazyva Kronigiiv-Penneyiiv potencidl [9]. V
limité
b — 0,Vy — o0, bVy = ¢ = const (7.4.6)

prejde Kronigtiv-Penneytiv potencial na Diractiv hieben.

20N&kdy se téz nazyva Floguetiiv exponent.
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Reseni:

1. VInova funkce na intervalu x € (0; a) odpovida vlnové funkci volné ¢astice

) . ) 2ME
Y (x) = Ae*¥ 4peT k. k= o (7.4.7)
Vyjédfena v Blochové formé podle (7.4.2) zni
(r//éO;a) (x) = eldx (A e~iax oikx | p o—igx e—ikx) ) (7.4.8)

Ug (x)

Podle Blochova teorému (7.4.3) 1ze vyuZit periodicity funkce u,(x) a posunout vinovou funkci
na interval x € (—a;0),2!

wy () = e uy (x+a)

_ eiqx [A e—iq(x+a) eik(x+a) +B e—iq(x+a) e—ik(x+a)]

_ o-iga [ Aeika) L p e—ik(m)] , (7.4.10)

Nyni se aplikuji seSivaci podminky pro ¢ funkci [spojitost + skok v derivaci (7.1.6)] v bodé x = 0:
(74.11a)
(7.4.11b)

A+B=e[Ae* +Be ],

ik(A = B) —ike 94 (A eika _p e*ik“) - K(A+B),

kde K = 2Mc/h?, viz vyraz (7.1.7). Toto je homogenni soustava dvou rovnic pro dvé nezndmé

A? B/
A 1-— e—iqa eika 1-— e—iqa e—ika
M (B) = O’ M= (l _ e—iqa eika _K -1+ e—iqa e—ika _K | (7412)
ik ik
kterda m4 feSeni, pokud
0=detM= (1 —e7laa eik“) (—1 +e 194 gTika —E)
ik
_ (1 _ efiqa efika) 1- efiqa eika _5
ik
-1+ e—iqa eika +e—iqa e—ika _ e—Ziqa _5 + = e—iqa e—ika
ik ik
-1+ efiqa efika +efiqa eika _ 672iqa +£ _ 5 efiqa eika
ik ik
=-242e71¢ (elk“ + e_lk“) —2¢7%qa o e ¢ (elk“ - e_lk“) . (7.4.13)
——— ———
2coska 2isin ka
Vyndsobeni vyrazem el? vede na
) . 2K
—2e'9%+4 coska —2e71¢ = sinka =0 (7.4.14)
K .
cos ga = cos ka + T sin ka |, (7.4.15)

coZ je rovnice pro povolené energie (kvantovaci podminka). Tato rovnice je splnéna, pokud
K .
r = |coska + % sinka| < 1. (7.4.16)

Veli¢ina r je pro dvé hodnoty K zakreslena na obrazku 13. Nékolik pozorovani:

7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

21Zapﬁsobime—li na Blochovu vinu (7.4.2) operdtorem posunuti T(a) = e_%“ﬁ, ktery byl zaveden vztahem (1.5.1),

dostaneme

T(a)g(x) = vg(x —a) = "Dy (x —a) = 134 4 (x) = 7199y, (). (7.4.9)

VInova funkce ve tvaru Blochovy viny je tedy vlastni funkci operédtoru posunuti T(a) s vlastni hodnotou e™194.

7.13
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20 20
o a) K=1 - (b) K=10
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Obrazek 15: Grupova rychlost (7.4.4) v zévislosti na energii (1. ¥ddek) a na kvazihybnosti (2. Fadek). Ve 2.
tadku jsou hranice pasti ¢ = nn zndzornény svislymi zelenymi ¢erchovanymi ¢arami. Cervend ¢arkovand ¢éra
odpovidé rychosti pro volnou ¢astici E = hg/M.

coz dava vztah mezi konstantami A a B:

1 — e7iqa g=ika cosqa —coska _;;
A=-B —— =B e ika, 7.4.23a
1 — e—iqa gika 1 - cos (q — k)a ( )

1= e—iqa eiku

cosga — cos ka

ika
| o . 7.4.23b
1 — e-iga g-ika 1-cos(q+k)a : ( )

Integrace vlnové funkce na intervalu [0, a] (7.4.5) da podminku

1= /u (A e +B e_ikx) (A* e k¥ 4B ‘kX) dx
0
a .
= / (|A|2 + B> + AB" ¥k 1 A"B e*Z‘k") dx
0

- (|A|2 + |B|2) a+ ﬁ [AB* (eZik“ —1) +A*B (1 - e’m“)] . (7.4.24)

Spojeni poslednich dvou vztahti vede k vyraztim

—coska |? 2sink —cosk
lou |B|2 1 cos ga — cos ka N sinka cos ga — cos ka
1-cos(g—k)a ka 1-cos(qg-k)a
——
,\i(cos‘ ga—coska)

1-cosqacoska+ & (cosca — cos ka)?
= 24 |B]? g !

7.4.25
1 - cos (q —k)a ’ ( )

kde bylo vyuzito vztahu (7.4.15) a prvni dva ¢leny byly upraveny podle vzorcti pro goniomet-

7.16
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7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

rické funkce:

cos qa —cos ka

1-cos(qg—k)a

. —k . K 12
r l—ZSIH 45=a sin %a

2 sin? "Z;k a

249

sin %a + sin? %ka

sin® %a
1-cos(q—k)a+1—cos(g+k)a

1-cos(g—-k)a
_2-2cosqacoska

(7.4.26)

1-cos(q—-k)a *

6 0 1 2 3 4 5 x 6

Obrézek 16: Vinové funkce 4 (x) normalizované na intervalu (0, a) pro a = 1, dvé hodnoty K a nejnizsi
¢tyti povolené pasy. Hodnoty g > 0 lezi v 1. Brillouinové zé6né. Modra ¢arkovana ¢ara — redlna ¢ast, cervena
teckovana ¢dra — imagindrni ¢ast, Cernd ¢ara — absolutni hodnota. Zelené ¢erchované ¢ary odpovidaji mistim, v
nichz lezi §-funkce potencidlu. Odpovidajici energie a hodnoty kvazihybnosti g jsou vyznaéeny v obrazku 14.

Podobné lze vyjadrit

1
1=2alA]?

2 N2
— cos ga cos ka + 3 (cos qa — cos ka)

: (7.4.27)

1-cos(q+k)a

717
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Obrazek 17: Totéz jako v obrazku 16, jen pro vlnové funkce z krajt 2. pasu.

] qg=2.82
1
0
1]
0 2 4 6 8 x 10
_ ] qg=0.23
;‘H:__ 14
,'ld‘:\‘\\ 0':
11 11
0 2 4 6 8 X 10 0 2 4 6 8 X 10

Obrézek 18: Periodicka ¢ast vinové funkee u, (x) (vlevo) a Blochova vina e'?* (vpravo). Modré ¢arkovand
¢ara — redlnd ¢ast, cervend teckovand ¢dra — imagindrni ¢ast. Prondsobeni sloupcti mezi sebou da vinové
funkce z pravého sloupce obrazku 17.

7.18
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takZe normaliza¢ni konstanty jsou

(7.4.28a)

(cos ga — cos ka)2

1—-cos(qg+k)a
2
Ka

2a 1 - cos ga cos ka +

1

:
J

A=

(7.4.28b)

’

s ka
2

e

(cos ga — cos ka)?

1-cos(q—k)a
2
Ka

2a 1 - cos ga cos ka +

1

B =

(7.4.28¢)

(cos ga — cos ka)

s = sign

tné udrzet znaménko mezi A a B).

je nu

7

(komplexni faze se rozdélila stejnym dilem mezi A a B

Ziskany vysledek je v souladu s rovnici (9) ¢lanku [9].

interval (0, a) je tedy

z

1zOvana na

VInovéa funkce normal

(7.4.29)

) +4/1 = cos (g —k)a e_ik(x_”“_%)] :
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¢q(x)

Zena na perio-

~

Neékolik pfikladti vinovych funkci je na obrazcich 16 a 17. VInova funkce rozlo

asu je

i a stted pa

1as

labou interakc

, Ze pro s

ét

dickou ¢ast a Blochovu vinu je na obrazku 18. Je vid

iluje (obrazek 16,

-

1 VIiCe OSC

vz

pravdépodobnost nalezeni ¢astice prakticky konstantni (obrazek 16, 1. sloupec, 3.-5. fadek). Nao-

pak na krajich pasu nebo pro silngjsi interakci hustota pravdépodobnost

2. sloupec, a obrazek 17).
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20

15

10

asy,

z

v~

é hodnoty parametru K a mfizkovou konstantu a = 1. P

z

¢ zaporn

: Funkce r (¢erné ¢ara) pro dv

Obréazek 19

z

anim.

Srafov

v

jsou vyznaceny

v

v nichZ lze vyfesit rovnici (7.4.15) (pro E < 0) a (7.4.31) (pro E > 0)

vz

5. V souladu s pfipadem izolovanych § jam (viz pfiklady 7.1 a 7.2) se oznaci

(7.4.30)

2ME

k2

N~z

ik, ¢ehoZ lze vyuzit v rovnici (7.4.15) a dojit k podmince

Formélné tedy plati k

(7.4.31)

sinh ka |.

K
2k

cos ga = cosh ka +

z

-

, prvni povoleny pas se

4
a

z

.Pokud K < —

z

4 energie v nejniz$im pdsu
0 je zakazany pas.

E =

ii

z

0) lezi nulov
ii £ < 0anaenerg

_4
a 9
azina enegii

P

Pro K € (
nacha

V analogii s obrazky 14—15 je na obrdzcich 20—21 zobrazen pribéh veli¢iny r, disperzni relace

é hodnoty

2

€ Zaporn

~

a rychlost pro dv

2

N

inové zéné a grupov

E(q) v konvenci (7.4.20) a v 1. Brillou

sily interakce K.

7.19
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7 POTENCIALY S §-FUNKCEMI 7.4  Periodickd 6 funkce (Diractiv hi‘eben)

20+ 20+
v (a) K= -1 oy ] -
9 1 9 1 =
10 ) 10 ’K/'“"/
0-(l' T T T T 1T T T 0.'- i’/n T T T T T
0 50 100 150 F 0

20+ 20

Vg ] Vg ]

101 K 101
0 ] L L L L R B L L L | 0 ] /-/ —r 1 1 1 T T 1
0 5 10 15 q 20 0 5 10 15 q 20

Obréazek 21: Grupova rychlost (7.4.4) v zavislosti na energii (1. fadek) a na kvazihybnosti (2. fddek). Ve 2.
fadku jsou hranice pasti ¢ = 7n zndzornény svislymi zelenymi ¢erchovanymi ¢arami. Cervena ¢drkovana ¢ara
odpovidé rychosti pro volnou ¢astici E = hq/M.

7.21



9 KOHERENTNI STAVY

9 Koherentni stavy harmonického oscilatoru

V této Casti se navazuje zejména na kapitolu 4 o algebraickém feSeni harmonického oscilatoru.
Cilem je prozkoumat vlastnosti koherentniho stavu jednorozmérného harmonického oscilatoru

R e
= 2 —\n)|, 9.0.1
) =e ,,ZZOMH (9.0.1)

7 ¥z

kde z € Cje libovolné komplexni ¢islo a |n) je vlastni stav harmonického oscildtoru (4.1.3) prislusejici
energii E,,, dané vztahem (4.2.14).

NiZe uvedeny postup je deduktivni a vychédzi z definice koherentniho stavu (9.0.1). D4 se
vSak postupovat i opa¢né: (i) bud’ hledat stavy harmonického oscildtoru, které minimalizuji relace
neurcitosti (9.4.12), jak je popsano v préci [10] (strana 220), nebo hledat takové stavy, které co nejlépe

2 ¥z

aproximuji pohyb klasické &astice, tj. spliuji vztah (9.5.9) pro stfedni hodnoty X a p. Tento postup je
sledovéan naptiklad v uebnici [11].
9.1 Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni udava pocet n vyskytu jevli v uréitém intervalu, pokud jsou jednotlivé
jevy statisticky nezavislé. Rozdéleni je dano pfedpisem

An
P, =", (9.1.1)
n!

kde A je parametr Poissonova rozdéleni.
1. UkaZte, Ze rozdéleni je normalizované.
2. Naleznéte stfedni hodnotu Poissonova rozdéleni.

3. Naleznéte rozptyl Poissonova rozdéleni.

Reseni:

1. Normalizace

o0 o0 n
dopy=) So=etel=1. 9.1.2)
n=0 n=0 -
2. Stfedni hodnota
(o] o0 /{II
_ _ - PR R N
(n)-%nf’,,—c Z:; =D =e "de" =4. (9.1.3)
3. Stfedni hodnota kvadratu je
(o] (o) /l”
2 2 -1
= P, =e R
() ”ZO” " Zf -1
B B n—-1+1
0 1 1-2 Pl 1
-1,
= A
© ; (n=2)! (n—-1)!
=12+, (9.1.4)
takZe rozptyl vychézi
(An)? = <”2> —(n)? = 2. (9.1.5)

Poissonovo rozdéleni ma tedy rozpyl i sttedni hodnotu stejnou a danou velikosti parametru A.

9.1



9.2 Zikladni vlastnosti koherentnich stavi 9 KOHERENTNI STAVY

9.2 Zdikladni vlastnosti koherentnich stavii
1. UkaZte, Ze skaldrni sou¢in dvou koherentnich stavii (9.0.1) je
/% . .
(z]z/y = e~ l= 2 E tilzl12/ I sin(¢- ) i (9.2.1)
kde .
z=|z]e'?, ¢ € [0,2n). (9.2.2)
Koherentni stavy jsou tedy normalizované, avSak nejsou navzdjem ortogonalni, z ¢ehoZ
vyplyvad, Ze |z) nelze vzit za bazi Hilbertova prostoru harmonického oscildtoru (resp. nékdy se
tika, Ze baze pomoci koherentnich stavi je preurcend).
2. Ukazte, ¢emu se rovnd pravdépodobnost nalezeni stavu |z’), pokud médme systém pfipraveny
ve stavu |z).
3. Ukazte, Ze je splnéna relace uzavfenosti ve tvaru
dz
[ro@S-1. 923
T
4. UkaZte, Ze rozdéleni energii v koherentnim stavu je Poissonovo, tj. Ze l1ze psat
2 _ A"
P, = |(n|z)|* = — e . (9.2.4)
Naleznéte A.
5. Na zédkladé vlastnosti Poissonova rozdéleni naleznéte, cemu se rovna stiedni hodnota energie
harmonického oscilatoru v koherentnim stavu (E) ..
Reseni:

1. Na zékladé definice (9.0.1) plati:

el E (Z*)n(z/)n’
(zlZy=e — 2 Z —~——— (n|n")
w0 Vol ——
Snn’
:2+‘:/‘2 o0 (7:]\_/'/ n
=em 7 e (9.2.5)
n=0 N
Po zavedeni ‘ _
7 =lz]e?, 7 =17]e"? (9.2.6)

1ze absolutni hodnotu rozdilu dvou komplexnich ¢isel rozepsat jako

_ |7|2 + ‘7r|2 L
= e+ 2P = [al |2 €479 — [g] /| e (6=
2
= |zl*+12'|* = 22| 2| cos (¢ — ¢') . 9.2.7)
Pak
‘:‘2+‘:/|2 ©0 |7|II|7/|II ) ,
7|7 = e~ > - in(¢’'-¢)
ey =e n
n=0
g S [lel 2] -9)]"
—e 7 ‘
n=0 -
el |z]|2"|[cos (¢’ —p)+isin (¢'— )]
—e > elzllz S S
r2
= e_‘: < +lz]|2'| sin (¢'= ) (9.2.8)

Je tedy (z|z) =1, avsak (z]z") # 0 je obecné nenulové komplexni &islo.

9.2



9 KOHERENTNI STAVY 9.3 Vlastni stav operdtoru &

2. Hledana pravdépodobnost je ddna kvadratem amplitudy (9.2.1)
p =) =e ¥ (9.2.9)

3. Komplexni &islo z se opét vyjadii pomoci velikosti a faze (9.2.2), kde pro zjednoduseni zapisu
oznacime r = |z|. Pak dz = rdrd¢ a integral relaci uzavienosti da

d”, ) o N einrl) rn’ e—in’(/) r
/ﬂ@@riz/@* 214——~————MMMfdM¢
a n,n’=0 \/IT' .,I'I/! g

|n> <I’l/| C 7’_2 n+n’+1 / e
= e r dr e n-n')¢ d(/)
n,n’=0 HW 0 0
/)Erz ) d/)zzrdr 278,
(o)
2lny(n|1 [, _,
- Z nl 2 0 ptedp
n=0
—
I'(n+l)=n!
(o)
= Z [n) (n|=1. oo

n=0

4. Pravdépodobnost se ziskd dosazenim do defini¢ntho vztahu (9.2.1)

2 2 SN 2 | ‘2 |7|2n
P, = z —le~ 27 = —e 2”2
w = 1lo)] 8 =
a srovnanim s Poissonovym rozdélenim (9.1.1)
A=z . (9.2.11)

5. Energie vlastniho stavu harmonického oscilator |n) je ddna vztahem (4.2.14). Po dosazeni

% 1\ _, A" 1 1
(E), = ZﬁQ (n + 2) e 1 ) = hQ (/1+ 2) = hQ (|z|2 + 2) . (9.2.12)

n=0

9.3 Vlastni stav operdtoru &

1. Ukazte, ze pro posunovaci operator & plati

alzy=zlz)|. (9.3.1)

To znamend, Ze koherentni stav |z) je vlastnim stavem & s vlastni hodnotou z. Operator & neni
hermitovsky, proto jsou jeho vlastni hodnoty komplexni.

2. Ukazte, Ze neexistuje zadny vlastni stav posunovactho operétoru &'.

3. Pomoci Bakerovy-Campbellovy-Hausdorffovy formule (1.4.16) ukaZte, Ze koherentni stav lze
vyjadfit také ve tvaru

|z) = e¥@ ~'2 0y (9.3.2)

9.3



9.3 Vlastni stav operdtoru & 9 KOHERENTNI STAVY

Reseni:

1. Pfi dikazu se vychazi z definice koherentniho stavu (9.0.1) a vztahu pro posunovaci opera-
tor (4.1.15):

B Izl - Zn_l -
me ;\/(n—l)! =1
=z|z) . 9.3.3)

2. Pfedpoklddejme, Ze existuje vlastni stav operdtoru & s vlastni hodnotou A

&'y (2)) =z Iy (2)) , (9.3.4)

ktery 1ze vyjadtit v bazi |n) jako rozvoj

(o]

Z”
Y (2) =) an—=1In) . 9.3.5
¥ ( ; o (9.3.5)
Pusobeni &' na tento vztah da
A = "
a'ly(z) = Zanm n+1), (9.3.6)

n=l

takZe v rozvoji (9.3.5) musi byt ag = 0. Indukci vyplyva, Ze musi platit a, = 0 pro vSechna n € Np.
Vlastni stav |y (z)) tedy neexistuje.

3. Vyuzije se BCH formule ve tvaru (1.4.16),
B o 2[AB] A B (9.3.7)
ktera plati za predpokladu
A[A8]| = [6.[A8]| =0 959

Dosazeni A = z&", B = —z*a (komutaéni relace (9.3.8) jsou splnény, jelikoz [z&f, -z*a] = zz* = |2/
je c-¢islo) vede na

e -8 _ e_% ed oTa (9.3.9)
Jelikoz &40) = 0, je také
e 8|0y =0 (9.3.10)

a diky vztahu (4.1.18) a po rozvinuti zbyvajici exponencidly se dostane
ezéT—z*é |0y = e—% ezéT |0)

e_% Z
n=0

X _n

n

| I8

a™0)

S

o
Ia\]

Vn! |n)

I
)

N

|

= |

=1z) . (9.3.11)
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9 KOHERENTNI STAVY 9.4 Stfedni hodnoty operdtorti

9.4 Stfedni hodnoty operatort

1. Naleznéte stfedni hodnotu energie harmonického oscildtoru ve stavu |z) a porovnejte s vy-
sledkem (9.2.12).

2. Urcete stfedni hodnoty operétorti polohy a hybnosti

(%), = (zlXlz), (9.4.1a)
B, = (zlplz) (9.4.1b)

a vyjadfete pomoci nich ¢islo z.

3. Urcete stfedni kvadratickou odchylku operatorti soufadnice a hybnosti

AR = <z

Azf)Z = <z

a pomoci nich ukaZte, Ze koherentni stavy minimalizuji relace neurcitosti.

(%= %.)%k
(6 - 6.)°f) (9.4.2b)

> , (9.4.22)

ResSeni

1. Hamiltonian harmonického oscildtoru se vyjadii pomoci posunovacich operatorii (4.2.12) a
vyuzije se vztahy (9.3.1):

To se rovnd dfive obdrZzenému vysledku (9.2.12).

1
z|hQ
) (a a+2)

> m(| 2 +;) (9.4.3)

2. Pfimocary postup rozvinutim koherentnich stavti do fady a vyuzitim vztahu mezi soutfadnici a

posunovacimi operétory (4.2.17)?? se dostane
(zl%|z) = eI Z (' |%|n)
n,n’=0 \/’7 \/; —
\ %(\/H+1(5,,/~,,+1+\m6”/.”7])

n n+1 1 n 1

el o Nad T

ozl [P [7e\z\2+,aze\z\21
2MQ 1* )
[ 21
M;} Rez (9.4.5)

a analogicky pro operator hybnosti

(zIplz) = V2AMQ Im z. (9.4.6)

MQ [, i .
c=\5 (<x>z oo <p>z) : (9.4.7)

Redlnd cast ¢isla z udava sttedni hodnotu souradnice, imaginarni ¢ast z sttedni hodnotu hybnosti.

Cislo z 1ze tedy vyjadfit jako

Mxo

2Misto explicitniho vypoctu lze vyuzit i jednodussi postup diky vztahu (9.3.1):

(zlalz) =z, <z

9.5



9.5 Casovy vyvoj 9 KOHERENTNI STAVY

3. Kvadrat operédtoru soufadnice vyjadieny pomoci posunovacich operatorti (4.2.17) je

h b oas
02 _ 22, aat L ATA L AT2
X _ZMQ(a +aa' +a'a+a )
S (é2 +287a+1+ é“‘z) (9.4.8)
MQ o
(vyuzily se navic komutaéni relace [é, é"‘] = 1). Na zédkladé vztahti analogickych k (9.4.4) je

sttedni hodnota operatoru X* rovna

(2

Stfedni kvadraticka odchylka tedy vychazi

h

Az 7z = ——
) 2MQ

X

(& +21eP +1+22). (9.4.9)

h . h
62 _ 2 12 522 a2 %2\ _
% _2MQ(N +202P+1+2% -2 - 27> -2 ) e (9.4.10)
a podobné pro operator hybnosti
R hMQ
AP =" > (9.4.11)
Relace neurcitosti pro koherentni stav tedy znéji
) D hz
A XA = (9.4.12)
coZ je minimdlni hodnota, kterou mtZe neurcitost mezi polohou a hybnosti nabyvat.
9.5 Casovy vyvoj
1. Naleznéte vyjadfeni koherentniho stavu v case ¢, tj. stav
2(1)) =U(@) |2), ©.5.1)

kde U(z) je operator Easového vyvoje.
2. Urcete sttedni hodnoty operétorti polohy a hybnosti v ¢ase ¢
&K@, = OIKz@),  B@), = IPlz(@)) . 9.5.2)

Ukazte, Ze ¢asovy vyvoj koherentniho stavu 1ze zndzornit jako elipsu v grafu, ve kterém na osy
vynasime (X(r)), proti (p(z)),. To je konzistentni s dynamikou klasické &astice v potencialu
harmonického oscilatoru.

3. Naleznéte podminku pro hodnotu z, za které bude elipsa v klasickém piipadé a v kvantovém
pripadé pro stfedni hodnoty stejna.

Reseni:
1. Evolu¢ni operator pro harmonicky oscilator zni
O(r) = e 71 = g i (&'8+3) (9.5.3)

Jeho ptlisobeni na koherentni stav dava

|z(1)) = e*# Z \j—;‘ e i (n+3) |n)

n=0 Y/
2 (i)
:e*%*%zi(”e ) |72)
n=0 \/}7’
iQ, :
=e 7 |ze7i¥) (9.5.4)

9.6



9 KOHERENTNI STAVY

Pti ¢asovém vyvoj tedy (aZ na fazi) ¢islo z periodicky osciluje s frekvenci Q,
2(1) = ze ¥ (9.5.5)

Jak vime z pfedchoziho ptikladu 9.4, redlnd a imagindrni ¢ést ¢isla z uddvaji stfedni hodnotu
polohy a hybnosti (9.4.7). Tyto stfedni hodnoty se tedy budou ménit v ¢ase, jak se také explicitné

s vz

ukéze v nasledujici ¢asti tlohy.

. Diky vyjadieni komplexniho &isla z pomoci rozkladu na velikost a fazi (9.2.2) 1ze ¢asovy vyvoj
stfednich hodnot zapsat ve tvaru

k(1)), = ‘,151_722 Rez(1) = ‘/1;_722 |z| cos [¢g — Qt], (9.5.6a)

P(1)), = V2hMQIm z(1) = V2hMQ |z| sin [¢g — Q1], (9.5.6b)

kde faze ¢¢ je fixovdna stfedni hodnotou operdtorti soufadnice a hybnosti v ¢ase t = 0.
Vztahy (9.5.6) se pak daji pfepsat do tvaru

FOY: (P
+ ———

=1, (9.5.7)
A2 B2
coZ je rovnice elipsy s poloosami
2h
Aq =37 14l (9.5.8a)
B, = V2hMQ|z] . (9.5.8b)

E = ZLM P>+ %M92x2, (9.5.9)
takze 2
A_g + B_% =1, (9.5.10)
kde
Ac = 1\/2[52’ (9.5.11a)
B. =V2ME. (9.5.11b)

Stfedni hodnota energie v kvantovém pfipadé popsaném koherentnim stavem |z) je (9.2.12). Pro
velké hodnoty z 1ze zanedbat faktor 3 a p¥iblizné tedy plati

(Ey, ~hQlz|* . (9.5.12)

Cim vétsi je hodnota z, tim 1épe bude koherentni stav odpovidat pohybu klasické &astice o stejné
energii.

9.7
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10 CASOVY VYVOJ

10 Casovy vyvoj
10.1 Breit-Wignerovo rozdéleni

Kvantovy systém je popsany ¢asové nezavislym Hamiltonidnem H, takZe unitérni operéator
¢asového vyvoje md tvar
U(r) = e 5 (10.1.1)

za predpokladu U(0) = 1. Casove vyvinuty stav [ (0)) 1ze rozlozit jako

[ (1)) = A(t) [w (0)) + (1)) = U(2) [y (0)) , (10.1.2)
kde
A1) = (Y 0) |y (1)) (10.1.3)

a stav |¢(0)) je kolmy na stav |¢(¢)),
(¥ (0)|g(1)) =0. (10.1.4)

Na stav | (7)) 1ze pohlizet naptiklad jako na superpozici rozpadlého a nerozpadlého jadra, pficemz
A(t) udéva amplitudu pravdépodobnosti, Ze se systém od ¢asu 0 do ¢asu ¢ nerozpadne (amplituda
preziti).

1. UZitim rozkladu operatoru identity

1= /w |EY(E|dE (10.1.5)

(o)

ovéite, Ze amplituda A(r) se da vyjadfit jako Fourierova transformace hustoty pravdépodob-
nosti f(w) v energetické reprezentaci

A(t) = / B f(w)e @ dw|, (10.1.6)
kde .
f(w) = ZI(Ely(0)) (10.1.7)
E=hw
Necht/
P(t)= AP =e"", 20, T>0 (10.1.8)

je pravdépodobnost exponencidlniho rozpadového zdkona (pravdépodobnost, Ze se systém roz-
padne v ¢ase ¢ > 0), pfi¢emz stfedni doba Zivota je T = 7/T". Amplituda pravdépodobnosti se vyjadii
jako

A() =e w150 (10.1.9)

kde el“0’ udava komplexni fazi.
2. Naleznéte vyjadfeni pro A(—1).

3. Ukazte, ze

d
—P =0. 10.1.1
P 0] _,=0 (10.1.10)
4. Inverzni Fourierovou transformaci spocitejte f(w) z A(t). Ziskate Breit-Wignerovo (Cauchyho)
rozdeélent . -
flw)=7—5 > (10.1.11)
(7) + 72 (w — wp)

10.1



10.1 Breit-Wignerovo rozdéleni 10 CASOVY VYVOJ
5. Dokazte, ze
/ fw)dw =1, (10.1.12)
takZze veli¢inu f(w) lze povazovat za hustotu pravdépodobnosti (nalezeni ¢astice s frekvenci
w).
6. Vypocitejte sttedni hodnotu energie a disperzi
(E) = h{w) = h/ wf(w)dw (10.1.13a)
(AE) = 12 ((E)? = (E)) = W(E)? - 1 / W f(w)dw. (10.1.13b)
7. UkaZte, Ze sitka kiivky rozdéleni f(w) v poloviné vysky je rovna I'.
Reseni:

1. Do rovnice (10.1.3) se dosadi relace uzavienosti (10.1.7):

A1) = (W (0)]y (1))

= (e |y (0)
- [ ae [ aE woe (gl ) @ o)
—00 —00
e HE S(E-E")
- [aEKEwO)Re i -
:/wdw% KE|w (0) P e | (10.1.14)
coz je dokazovany vyraz (10.1.6).
2. Obecné plati
A(=0) = (O ™y (0)
= (w(0)]-e |y (o)’
= A% (1), (10.1.15)

takZe specidlné pro amplitudu (10.1.9) exponencidlniho rozpadového zakona vychézi
Alr) = A'(-) = el <0, (10.1.16)

3. Jelikoz P(t) = A*(1)A(t), pak vysledek pfedchoziho bodu (10.1.16) vede na

dP(r)  dA*(r)
dr ~  dr

A(t) + A% (1) dzf’) = _A (=) A(1) + A (D A=) =% 0. (10.1.17)

Z toho vyplyvé, Ze kvantovy rozpad musi byt pro malé ¢asy vzdy alespon kvadraticka funkce
¢asu t. Exponencialni rozpadovy zdkon toto nesplriuje.

4. Inverzni Fourierova transformace k transformaci (10.1.6) je
1 - iwt
flw)= 5= A(r) et de, (10.1.18)
271 J_o

10.2



10 CASOVY VYVOJ 10.1 Breit-Wignerovo rozdéleni

ooy

kde integrace x € (-0, 0) se da provést diky rozsifeni (10.1.16):

0 o
f(a)) _ i {/ e[%ﬂ(tn—wo)]t dl+/ e[—%ﬂ(w—wo)]t dt}
2 oo 0

1 1 B 1
2n | L +i(w-wo) 3 +i(w—wp)
h 3
=—— . (10.1.19)
T (g) + 12 (w — wp)?
5. Normalizace
0 AT (2\* [ dw x =22 (- wp)
IoE/ f(a))da)=——(—) / = 'r
. a2\ e 2 dw = 5+dx
1+(%) (w — wp)? ?
1 /‘X’ dx
) 1422
1
= [arctanx]”, = 1. (10.1.20)
6. Stfedni hodnota®
o AT (2\2 [ (w-wpy+wp)dw —w-w
R e e
o U1+ (%) (w — wp)?
— wolo + % / I
T —c0 2h
e
— —————
0
= wy. (10.1.21)
St¥edni hodnota w?
e, . r (2)\2 oo(wz—wa0+w(2)+2ww0—w%)dw
12 = w f(a)) w = % F 5 5
o - 1+ (%) (w — wp)
2 « y2dy z=2Ly
=2woly —a)(2)10+ —_— ———= _l"L
rhl J_o 1+(%) 32 dy = 55dz
W2 l/w 2?dz
0 g oo 1+ 27
= wy+ % [x —arctanx]Z, (10.1.22)
takze
(Aw)? = [x — arctanx]%,, — co. (10.1.23)

Breit-Wignerovo rozdéleni ma tedy nekone¢nou disperzi.

Pozndmka: Linearni chovani exponencialniho rozpadového zédkona v r = 0 a nekone¢nd disperze
Breit-Wignerova rozdéleni spolu souviseji. Breit-Wignerovo rozdéleni nemtize byt fyzikalni, jelikoz
neni omezené na energiich zespodu.

Pozndmka: (Payleyiiv-Wieneriiv teorém) Je-li Hamiltonidn systému omezeny odspodu, {j. existuje-li Eg
takov4, ze

(uAly) = B0 vy e, (10.1.24)

23Posledni integral pti vypottu stfedni hodnoty je lichd funkce, odpovidajici primitivni funkce je tedy sud4. Primitivni
funkce vSak diverguje pro y — oo. Integral pies nekone¢ny interval je tedy nutno chépat tak, Ze interval je symetricky, tj.
ve smyslu limity lim;_>e f_zz, ve které integral vymizi.
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10.2 Ramseytiv pfistroj 10 CASOVY VYVOJ

aje-li |A(7)| kvadraticky integrovatelna funkce, pak zaroven plati
“n|A
/ MADIy, _ o, (10.1.25)
o 1412

Tato podminka je rovnéz vhodnym kritériem pro to, jestli A() je dobra funkce pro konsistentni teorii
kvantového rozpadu.
Breit-Wignerovo rozdéleni tuto podminku nesplruje:

S r (e ¢ r A
- dr = — dr = — [1 147 J . 10.1.26
./,L\,2hl+1‘2 /;,/0 1+2°9 7 2n n ”)o_”x’ ( )

10.2 Ramseytv pfistroj

Castice se spinem 1/2 a velikosti magnetického momentu y, popsand vinovou funkci (spinorem)
Y (1 ))

) = t + t = , 10.2.1

) (1) = g () 1D + 4, (1) 1) (m([) ( )

se pohybuje v zafizeni sloZeném ze tii oblasti. V prvni oblasti (1. Ramseyova oblast) je zapnuté

magnetické pole sloZené ze stacionarni slozky By sméfujici podél osy z a rotujici slozky B1(t) v
roviné (x, y)

By = (0,0, Bo), (10.2.2a)

B1(t) = (B1 cos wt, —B1 sin wt, 0), (10.2.2b)

a Castice v ni strdvi dobu dobu 7. V druhé oblasti je rotujici pole vypnuto a po dobu T se ¢éstice

pohybuje pouze ve staciondrnim poli By. Poté (2. Ramseyova oblast) je rotujici pole zapnuto, a to

opét na dobu 7.

1. Napiste Hamiltonidn v Ramseyové oblasti.

2. Naleznéte slozky evolu¢niho operdtoru [12]

U(r) = el 73 ¢ 1% (Ra0) (10.2.3)
kde
T 1 ™1 2
Q= (a) - w0)2 +w? s fig = ﬁ 0 s w1 = #30’1 . (1024)
w — W

3. Naleznéte slozky evolu¢niho operatoru U(z; 7g), ktery vyviji systém z ¢asu ¢y do casu 7.
4. Naleznéte slozky evolu¢niho operatoru Uo(r + T'; 7) oblasti, kde je vypnuté pole B;.

5. Proces priichodu zafizenim sloZenym z dvou Ramseyovych oblasti s mezioblasti s vypnutym
polem Bj je ddn evolu¢nim operatorem

Ur=UQRr+T;7+T)Uog(r +T;7)U(7;0). (10.2.5)

Naleznéte amplitudu pravdépodobnosti A |1 a pravdépodobnost p 1, Ze systém pripraveny na
pocatku ve stavu, kdy projekce spinu na osu z je +1/2,

=1 = g). (1026)

bude po prtichodu zafizenim ve stavu, kdy projekce spinu bude —1/2 (dojde k pieklopeni
spinu®):
0
o) =10y = (1) : (10.2.7)

24Experiment navrhl v 50. letech 20. stoleti Norman Foster Ramsley a v roce 1989 za né&j dostal Nobelovu cenu.
25Gpin fli
pin flip.
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10 CASOVY VYVOJ 10.2 Ramseytiv pfistroj

6. Naleznéte amplitudu pravdépodobnosti AS) (A%) ), Ze k piehozeni spinu dojde (nedojde) po
priichodu 1. Ramseyovou oblasti a oblasti bez oscilujictho pole.

7. Naleznéte amplitudu pravdépodobnosti A(z) (A(Z)) Ze k pfehozeni spinu dojde (nedojde) po
prichodu 2. Ramseyovou oblasti.

8. Ovéfte, Ze slozenim amplitud pravdépodobnosti z pfedchozich dvou bodt dostanete ampli-
tudu pravdépodobnosti A1,. UkaZte, Ze pravdépodobnost obsahuje interferenc¢ni ¢len.

9. V rezonan¢nim piipadé, kdy je tthlova frekvence oscilujiciho pole w stejnd jako Larmorova
frekvence wp, najdéte matici pravdépodobnosti pfechodu p™*, jejiz slozky p' udavaji prav-
dépodobnosti, Ze spin, ktery vlétad do zafizeni s polarizacii € {T,|} vyletne s polarizaci

fe{ll)

Pozndmka: P¥iklad je pfejat z monografie [11], kapitola 8.8.

Reseni

1. Pauliho matice o jsou dany vztahy (2.0.1). Matice Hamiltonianu v Ramseyové oblasti je

H=-uo - B(1)
B By B1(cos wt +1isin wt)
H B1(cos wt — isin wt) -By
hwo howy euur

=— (hw1 2o ? hao ) . (10.2.8)

7 ¢ 2

2. Evoluéni operétor (10.2.3) se vypo&itd pomoci vztahu (2.2.1)%. Jeho pouZiti vede na?’
wr wt 1 0 wt (el 0
1203 = - i in — = s wt L

e cos — +1(0 1) sin — ( 0 e‘z)’ (10.2.9a)

0t (A Qt Qt

e 172 (M20) — 65" _j(fig - o) sin —

> (g - o) >

—cos%—i @ e sin%
B 2 Ql - - (w — wo) 2
cos & — L (w—wp)sin % 1‘5"21 sin &
w1 Qt Qt , 1 Qt (1029b)
i sin - cos % + 5 (W — wp) sin -
a vyndsobeni téchto dvou matic dava
Q _ :Aw Q] it () Qr it
U(r) = [cos Zu) i Qgsnl (z]e Sz1Q sAm = eS2 ) (10.2.10)
19 gin & -1 [cos & +i4¢ sin ¥ | e

kde Aw = w — wy.

3. Evolu¢ni operator (10.2.10) vyviji systém z ¢asu 7o = 0 do ¢asu ¢, jednd se tedy formalné o operator
U(z;0). Operétor U(z;19) je diky unitarité evoluéniho operatoru a diky Stoneové teorému

U(z;10) = U(£;0)U(0; 10) = U(;0)U~"(29; 0) = U(z; 0)U" (20; 0) . (10.2.11)

Vysledek lze ziskat bud” pfimym prondsobenim odpovidajicich matic (10.2.10), nebo z defini¢-
niho vztahu (10.2.3)

;& u[)

g3

U(f IO) _e 2 T3 0 12 (Ag-o) el 2“(’15)0)

- wt (f 1) wiy

i%tos e—l (fg-o) *1 7 95 (10.2.12)

=e

26Vztah (2.2.1) je mozZné pouZit jen v pifpadé, Ze |A| = 1. To je zaruteno normalizatnim faktorem é ve vyjadfeni
vektoru 7i v (10.2.4).

27Pryni vztah lze uréit i piimo diky tomu, Ze matice o3 je diagonalni.

10.5



10.2 Ramseytiv pristroj

10 CASOVY VYVOJ

coz po dosazeni matic (10.2.9a) a (10.2.9b) vede na

Q(t—t A Q(t—1tg)] ;el-n)
Ui (4;10) = cos 2=t _jAw QU -l | el (10.2.13a)
_ 2 Q 2
Q(t—t +r)
Una(t;10) = ~Us (5 o) —1§sm% wlom) (10.2.13b)
Q(t—t A Q(t—tg)] _ wl-)
Un(t;tg) = cos%ﬂ% i % e i (10.2.13¢)

(v exponencidlach mimodiagondlnich prvki je soucet ¢asti t + tg).

4. Evolu¢ni operator v oblasti vypnutého pole B lze ziskat napfiklad pfimym vypoctem z (10.2.13).

V této oblastije wy =0, takze Q = w —wp = Aw a

_lAmT
2 e

0

wT

wyT
2

i 2

s AwT wT
155 =i

Up(t+T;7) = (

)-[

e 0

0
L woT
1=

(10.2.14)

) |

o

JelikoZ v této oblasti Hamiltonidn nezévisi na ¢ase, tak evolu¢ni operator zavisi jen na rozdilu

pocate¢niho a koncového casu.

Cilem je najit amplitudu pravdépodobnosti

A = (vs|Okpi) = 0 D Ur ( ) . (10.2.15)
Vypocet se rozdéli na dvé ¢asti:
il Q7 iAw i Q7
Uo(t +T;7)U(7;0) (1) — (€ .QUOT (COS o Tl siny 2 )e B
0 0 e 4l sin &7 e71%°
Qr _iAw i Qr i<l
cos & — A2 gin 27 ) el %" el 2
= (( R j) o ) (10.2.16)
4 sin &L e 19" e 12
a
lﬁ Sln % e -m(3T+2T)
(0 I)UQRr+T;7+T) = or or\ _jer | - (10.2.17)
(COST'FIESIHZ)Q 2
Vzédjemné vyndsobeni téchto dvou vyrazt vede na hledany vysledek
Q ; (w
Ajp = i% sin 77 e ot o i (10.2.18)
cos e 1Aw sin e e %" 4 [cos e + iAw sin e et
2 Q 2 2 Q 2

Pravdepodobnost prehozem spinu je tedy (v pribéhu vypoctu je pro zjednoduseni pouzito

znaleni s = sin &F, ¢ = cos &%, f = 44T
Py = AuAlT
2 A . A 13
= (%) 52 [(c - iﬁws) e /4 (c+iﬁws) elf]
2 2iA Aw? : 2iA Aw?\
= (%) 5 [(6‘2 - lgwcs - —;; )6_21f+ (6‘2 + %cs - Q_a;) e’/
2
+2 (02 + _Aa) sz)]
2
5 .
- ﬂ)zs2 e/ e 2/ +2) _A o (ezif+e‘21f —2) £ 20 (eZif+e‘21f)
Q @2
2 Aw? 4Aw
- %) s [c (2+2cos2f)+—s 2- 2cos2f)—Tcssm2f
w? Aw
= %) (4c cos f+4 52 sin’ f—%cscosfsmf)
2
Q AwT A Q AwT
=4 (%) sin® 77 (cos 71' Ccos % - Ew sin 77 sin (;) ) (10.2.19)
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6. Kvypoctu amplitud A(l) a A(l) se vyuzije mezivysledku (10.2.16):

Al =0 1)Uz +T;1)U(x;0) ( ) i sin%e—i% — (10.2.20a)
A(l) (1 0)Uo(r +T;7)U(7;0) ( ) (cos % - i%u sin % el % eiw(z)r . (10.2.20b)
7. Kvypoctu amplitud Aﬁ) a Aﬁ) se vyuZzije mezivysledku (10.2.17):
AP =(0 1)UQ@r+T;7+T)(7;0) ( ) “;21 sin% -ieCFE (10.2.21a)
A(2) 0 )UQRr+T;7+T)(1;0) 0) _ [cos 2 4189 gin 227 it (10.2.21b)
1 2 0 2
8. Pfimé dosazeni predchozich vysledkti dava
App =Aﬁ)A§” Aﬁ)A(l) . (10.2.22)

——
At ALlr

Pravdépodobnost pfehozeni spinu tedy je

2 2. .
pir=lAml + Al + Aj A + A A, (102.23)

interferenc¢ni ¢len
9. V rezonan¢nim piipadé je podle (10.2.4) Q = w1 a Aw = 0, takZe
. 2 W1T w1T .
pﬁz 4 sin? - cos? —~ = sin? w1t . (10.2.24)
K vypoctu ostatnich pravdépodobnosti se vyuZije vlastnosti

piu+tpp=1l=pr+pn=1
p“ = p” (10225)

(prvni vztah vyplyva z toho, Ze spin musi projit v jednom ze dvou moZnych ortogondlnich stav,
druhy vztah plyne ze symetrie systému). VSechny hledané pravdépodobnosti l1ze zapsat ve tvaru

matice
2 2
rez _ (CF)Sz w1T s1n2w1‘r ' (10.2.26)
sin“wit  Ccos® wiT
Speciélni ptipady:
w1T = kn pret = ((1) (1)) — spin projde bez pfeklopeni
1 rez 0 1 o « " . .
T =k + 5|7 P =1y o - 100% pravdépodobnost pieklopeni spinu
1 1 11
W17 =5 (k + z) n p'* = (i i) (10.2.27)
2 2

pricemz k € Z.
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10.3 Ramseytv p¥istroj pro spin 1
Castice se spinem 1 a velikosti magnetického momentu u, popsand vinovou funkci
8] (1) )

[ (1)) = Y1 (8) [+1) +o(2) [0) + ¢ _1(2) |-1) = ( Yo(t)
Wo1(2)

kde dolni index urcuje projekci spinu na osu z, se pohybuje v zafizeni sloZzeném ze tf{ oblasti. V prvni
oblasti (1. Ramseyova oblast) je zapnuté magnetické pole sloZené ze staciondrni slozky By sméfujici
podél osy z a rotujici slozky B1() v roviné (x, y),

By = (0,0, By), B (1) = (B1 cos wt, —Bj sinwt, 0), (10.3.2)

(10.3.1)

a Castice v ni stravi dobu dobu 7. V druhé oblasti je rotujici pole vypnuto a po dobu T se ¢astice
pohybuje pouze ve staciondrnim poli By. Poté (2. Ramseyova oblast) je rotujici pole zapnuto, a to
opét na dobu 7.

1. Matice generujici rotace ¢astice se spinem 1 jsou Sj.l) = hsj, kde

1 (010 1 (0 -1 0 10 0
si=—|(1 0 1], S =—|[i 0 -], s3=(0 0 O|. (10.3.3)
V20 1 0 V20 i o 00 -1
UkaZzte, Ze tyto matice spliiuji komutaéni relace pro moment hybnosti
[Sj, Sk] = iEjlel . (1034)

Matice s; jsou analogické k Pauliho maticim o; popisujicim ¢astici se spinem 1/2 a tvori
J) & Jj popisy] P
generatory jednorozmérné ireducibilni reprezentace grupy SO(3).)

2. DokaZte, Ze pro matice S; plati s;’.+2 = 8, kde n € N, a na zakladé tohoto vztahu vyjadrete
exponencidlu
el?(@9) 7 (10.3.5)

kde 7i je jednotkovy vektor ur¢ujici osu rotace, okolo které se systém otoci o tihel ¢, a
il -8 =M1S1 + 1728y + 71383 (10.3.6)
3. Vyjadrete slozky evolu¢niho operatoru
U(r) = el g1 (a'S) (10.3.7)
kde

1 ™ 2
Q=/(w-wp)?+?, Ao = 5( 0 ) : wo1 = %Bo’l . (10.3.8)

4. Vyjadrete slozky evolu¢niho operatoru U(z; #p), ktery vyviji systém z ¢asu 7y do ¢asu ¢.
5. Vyjadrete slozky evolu¢niho operatoru Uy(t + T; 7) oblasti, kde je vypnuté pole B;.

6. Proces priichodu zafizenim sloZenym z dvou Ramseyovych oblasti s mezioblasti s vypnutym
polem Bj je ddn evolu¢nim operatorem

Ur=UQRr+T;7+T)Uog(r +T;7)U(7;0). (10.3.9)
Vyjadfete slozky evolu¢niho operatoru Us” pro specidlni pfipad w = wy (frekvence oscilujiciho
magnetického pole B; je v rezonanci s Larmorovou frekvenci wy).

7. Vypocitejte matici P™* se slozkami P’ které udévaji pravdépodobnosti, Ze systém pfipraveny
na pfed vstupem do piistroje ve stavu s projekci spinu na osu z rovnou i € {+1,0,-1},

VN 2

naméfime po priichodu zafizenim ve stavu s projekci spinu f € {+1,0, -1}.
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ReSeni
1. Diikaz se provede prostym dosazenim.

2. Vztah S;?’rz = s} se dokdZe dosazenim. Pro mocniny matice 7 - s plati

n3 \/Lf (n1 - il’lz) 0
h-s= % (n1 +iny) 0 \Lr (n1 —ino) |, (10.3.10a)
0 \% (n1 + inz) —n3
% n% + n%) + ng i'/—% (n1 —1iny) % (n% - n% - Zinlnz)
(i-8)*=| 3% (m+in) ni+nj =% (m —iny) |, (10.3.10b)
: ( 2—n +21n1n2) _:1_% (n1 +iny) i (n% + n%) +n3
ns % (n1 —ino) 0
(i -8)° = | 35 (m1 +in2) 0 & (m—im)|=i-s, (10.3.10¢)
0 \% (n1 +1inp) —n3
a tedy
(n-s)Y*' =h-s, (10.3.11a)
(n-8)% =(h-s)?, (10.3.11b)

kde j € N. Rozvinuti exponencialy do fady pak vede po dpravach na hledany vysledek?

J=0 7t

_ o (i9)¥ i (i9)¥ .

=1 2y B 2 gy (9

N (D o (DI
_1+1,Zo—(2f+1)! (n-s)+];—(2j)! (fi - S)
=1+i(A-8)sing+ (A -s)*(cos¢p —1). (10.3.12)

3. Slozky evolu¢niho operatoru U(7) se dostanou ze vzorce (10.3.13) dosazenim #p = 0.

4. Postup je zcela stejny jako v prikladu 10.2. Vychézi se ze vztahu (10.3.5), coz vede na

A 200?  W? Q(r- :
Uni (£ 10) = 1—16“’51“2(;—;0)— Q‘z" o |sin? %l elw (=10 (10.3.13a)
’ 2A Q(r-1)]
Un(tit0) = 2L [isin @ (1 — 1g) + 2% gin? 210 | ot 10.3.13b
V20 Q 2
a)Z » Q(r—t . _
Uis(t;10) = —Q—§ sin? (ITO) el (i), (10.3.13¢)
2A Q(-1)] _
Uni (£ 10) = \/‘;Q isinQ (1 — 1) + Q‘” sin? (’2 o) | g-iwtn, (10.3.13d)
2 |
Q((t—t
Un(t;t0) =1 - ? (TO) (10.3.13¢)
2A Q(r-1)]
Uas(t; tg) = \/§1Q [1 sinQ (1 — tg) — Qa) sin? (tz tO)] e'wn, (10.3.13f)
2
Usi (£ 10) = — ;”2 sm2w —iw(t+o) (10.3.13g)
2A Q- .
Usy(t; tg) = \/EQ isinQ(t —1) — Qw sin? (t2 IO)] e 1wt (10.3.13h)
A 2002 Wi Q- :
Uss(t;10) = 1+i6wsin9(t—to)— Q‘;’ +Q—; n? %l emiw(r=n) (10.3.13i)

Bviz té7 piiklady 9.3 a 9.28 ve sbirce [2].
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5. Dosazeni wy = 0 do (10.3.13) dava

eion 0 0
U(r+T;7)=| 0 1 0 (10.3.14)
0 0 e

6. V rezonan¢nim piipadé w = wp je Aw = 0 a Q = wy, ¢imzZ se (10.3.13) zjednodusi na

el@(1-10) cog2 101(12*10) % el gin w1 (f - tg) _ el@(1+0) gin?2 101(12*1(1)
U™%(t; 1) = \%2 e '@ sin wq (t —1g) coswq (t — o) \%2 e'“hsinw (t —19) | (10.3.15)

_ a—iw(t+1p)

o Sinz w1 (fz—fo)

i a—iwr o —iw(t-19) 2 wi(t—1tp)
—=eWsinwy (t—1) e 0) cos” =5
a matice celkového evolu¢niho operatoru pak ziska tvar

ei(u(2T+T) COSz 1T % eiw(ZTJrT) sin 20)]7. _ ei(u(Z‘rJrT) Sin2 1T

U;r_sz _ % sin2w1T CcoS2w1T % sin2w1t . (10.3.16)

o e—i(u(ZTJrT) sinz 1T % e—iw(2T+T) sin ZLL)]T e—iw(ZTJrT) COSz 1T

7. Matice pravdépodobnosti v rezonan¢nim piipadé ma slozky

costwir  1sin®2wit  sinfwir

prez = %sinzzwlr cos? 2w T %SiHZZwlT . (10.3.17)

sinfwir isin?2wit costwit

Pti specidlnim naladéni frekvence w; a doby 7 vychdzi podobné jako v Ramseyové piistroji pro
spin 1 (10.2.27)

100
wiT = kn Pe*=(0 1 0 — spin projde bez zmény
0 01
1 0 0 1
w1T = (A + 2) n P€2=10 1 0 - 100% pravdépodobnost pieklopeni spinu
100
1 1
1 1 i 2 1
wiT = = (k + ) T prez — % 0 % (10318)
2\ 2 I 11
i 2 1

kde k € Z.

10.4 Volné mionium

Mionium je vdzany stav (anti-)mionu u* s elektronem, podobny napi. atomu vodiku. Vznikne pfi
ozafovani vzorku svazkem u*. Miony se interakei s latkou zpomaluji a pfi dostate¢né malé rychlosti
zachyti elektron. S nim vytvofi vazany stav, ktery se velmi rychle (fadové za 10~ s, pro srovnani
stiedni doba Zivota u* je 7,+ = 2,2 us) dostane do zdkladniho stavu. Pfi ozafovani slabé folie kovu je
mionium po zachytu elektronu elektricky neutrdlni a volné a diky tomu mtize difundovat ven ze
vzorku.

Nachézi-li se mionium v zakladnim stavu, 1ze interakci spinu mionu a spinu elektronu popsat
Hamiltonidnem?’

- A, .
F=Fo+ 88, (10.4.2)

20Obecny tvar interakéntho Hamiltonianu dvou &astic se spinem je (viz napi. [10], kapitola 8.6.1.2)

Hp =Vo(r) +4Ve(r) (81 - &) +Vr(n) T+, (10.4.1)

kde T je tenzorovy operator. Zbyvajici neuvedené tii ¢leny nejsou invariantni viiéi prostorové inverzi.
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kde Ey = -m,c?a?/2 [m, = memy [(me + my) je redukovana hmotnost elektronu a mionu, a je
konstanta jemné struktury], A je vazebnd konstanta (jeji hodnotu lze ur¢it teoreticky), §,, je operator
spinu pfislusejici mionu a §, operétor spinu pfislusejici elektronu. Oba spinové operétory jsou
definované na Hilbertové prostoru H = H* @ H(©):

. h ~(e)

§, = Ear(”) ®1 (10.4.3)

A A h .
5,-1" g LA (10.4.4)
pfi¢emz operétor 0 = (071, 02, 03) je realizovan Pauliho maticemi (2.0.1).

1. Naleznéte maticové vyjadieni operdtoru § = §,-§,.. Spocitejte vlastni hodnoty a vlastni vektory
této matice.

2. Ukazte, Ze vlastni vektory lze oznacit |S, S3), kde S je velikost celkového spinu a S3 je projekce
spinu sloZeného systému do sméru osy z.

3. Naleznéte vlastni hodnoty (energetické spektrum) Hamiltonianu H.

4. Predpokladejte, Ze spin mionu, kterym ozafujeme vzorek, mé orientaci ve sméru osy z, tj.
lv,.) = I, a Ze spin elektronu ma libovolné orientovany spin dany normalizovanym
vektorem

We) = a N +811)¢, la? + 187 = 1. (10.4.5)
Urcete pravdépodobnost naméfeni jednotlivych energif pro stav [y) = |,) ® |y.).
5. Naleznéte stav systému |y (7)) v Case .

6. Urcete pravdépodobnost p,1(t), Ze v Case t zméfite projekci spinu mionu ve sméru osy z.
VyuZijte k tomu projektor X
P =MW (%) (10.4.6)

7. Zopakuijte cely vypocet pro piipad, Ze stav elektronu na pocatku je ve smiSeném stavu daném
operédtorem hustoty

pe=alD' (M +b U, (10.4.7)

kde a + b =1 (naleznéte matici hustoty sloZeného systému mion-elektron v ¢ase ¢ = 0, ndsledné
v Case t, udélejte parcidlni stopu pfes elektronové stavy, které neméiite, a poté aplikujte
projektor P 1.

Pozndmka: P¥iklad je inspirovan kapitolou 19 sbirky [3].

Pozndmky k notaci: Kazdy z operatorti §,, . je vektorovym operatorem jednoho spinu (mionu, resp.
elektronu) ptisobicim na celém Hilbertové prostoru dvou spint . Jednd se tedy o dvé sady tfi matic
rozmeéru 4 x 4, kde kazda ze tfi matic operatoru piislusejiciho mionu je ddna direktnim soucinem
odpovidajici Pauliho matice a jednotkové matice,

. h 2
8,/ = EO_J(#) @@, j=1,23, (10.4.8)

analogicky pro operator spinu elektronu. Skaldrni soucin se pak provadi mezi slozkami vektort §,
a §,, explicitné

éll . ée = éyléel + §M2§ez + §#3§e3, (10.4.9)
kde souciny jsou béZné maticové souciny matic 4 x 4 (v kazdém s¢itanci se tedy jedna o postupné
plsobeni dvou operdtorti na prvky Hilbertova prostoru H; z konstrukce je jasné, zZe operatory §,,;
komutuji s §,;, nezaleZi tedy na pofadi jejich ptisobeni; navic jsou hermitovské, neni tedy nutné
oSetfovat sdruZeni matic na levé strané skaldrniho soucinu).
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104 Volné mionium 10 CASOVY VYVOJ

Reseni:

1. Explicitni vyjadfeni spinovych operatorti §, . v maticové realizaci na Hilbertové prostoru celého

systému s bazi B = {|11), 1), IL1),1L1)} je (viz téZ piiklad 3.1)
0010 /00 - 0\/10 0 0
hffo o 0 1|0 0 0o -ijfo 1 0o o
=311t 0 0 of[i 0 0 oflo 0 -1 off (10.4.10)
0100 \0i o o/\oo o -1
0100/ -0 0\/1 0 0 0)]
Aif1 o 0o oflli 0 0 offo -1 0 0
Se=3%1lo 0o 0o 1'lo0 0 0o -i|'lo 0 1 o0 (10.4.11)
0010/ \0 o0 i o/\0o 0o o0 -1
Tyto vektory skalarné vynasobené vedou na matici®®
0001 (0 00 -1\ {1 0 0 0
”{fo o1 0l |0 01 0| (0 -1 0 0
s=71lo 1 0 ol*lo 10 oo 0 -1 o (10.4.15)
1000 \-1 oo o/ \0o 0 0 1
1 0 0 0
o -1 2 0
410 2 -1 0 (10.4.16)
0 0 0 1
—

(§ oznacuje matici bez rozmérového faktoru 1% /4). Matice § ma blokové diagonalni tvar, diky
¢emuZ lze dvé jeji vlastni hodnoty ihned urcit,

S14=1, (10.4.17)
zbyvajici dvé jsou feSenim sekuldrni rovnice vnitiniho bloku 2 x 2,
-1-3 2 5 2
det( ’ _1_5) =(1+1)"-4=0, (10.4.18)
které dava
=1, §3=-3. (10.4.19)

Matice s mé tedy trojndsobné degenerovanou vlastni hodnotu (tripletni stav) s vlastnimi vektory

1 0 0
h? 1 1
nas=T I =lol=in k= sli]= SAWAUD) s ={g|= ) (10420
0 0 1

a jednou degenerovanou vlastni hodnotu (singletni stav) s vlastnim vektorem

0
3., 111 1
s3=——h ls3) = — =— (1T - (10.4.21)
4 V2|1 2
0
30Operé\tor § lze zavést ekvivalentné p¥imo pfes tenzorovy soucin
§= ga,, ® g(r (10.4.12)
coz v maticové realizaci vede na stejny vysledek pro matici s:
o 1y _(0 1) (0 —-i\_(0 - (1 0 1 0
5|l ool o+ o)eli o)l S)elo ) 10419
1 0 0 0
”lo -1 2 0
=7lo 2 21 ol (10.4.14)
0 0 0 1
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10 CASOVY VYVOJ 104 Volné mionium

2. Operiétor celkového spinu S spliiuje relace pro moment hybnosti
15784 = inesuiS, (10.4.22)
coZ znamend, Ze existuji spole¢né vlastni vektory jeho kvadratu §a jeho treti slozky S3

815, 53) = K2S(S+1)|S, S3) (10.4.23)
S51S., S3) = 1S5S, S3) (10.4.24)

O tom se lze presvédcit nasledujicim pfimym vypoctem. Operator spinu systému sloZeného ze
dvou spintt § byl jako matice vyjadfen jiz v piikladu 3.1, takze

100 0
000 O
S$3=hl0 0 0 o (10.4.25)
00 0

O = O
O R R O

0
0
0
2 -1

Matice S* m4 trojnésobné degenerovanou vlastni hodnotu 242 (tripletni stav, odpovidé velikosti
momentu hybnosti § = 1) a nedegenerovanou vlastni hodnotu 0 (singletni stav, odpovida

momentu hybnosti § = 0). Spoletné vlastni vektory matic S? a S; prislusejici vlastnim &islim
S, 83 tedy jsou

1 0 0 0
0 11 0 1(1

L=, |1,0>_$ . -1 =1, |0,0>_E . (10.4.26)
0 0 1 0

Tento vysledek vyjadiuje skute¢nost, Ze dva spiny o velikosti % 1ze slozit tfemi zplisoby na spin
velikosti 1 a jednim zptisobem na spin velikosti 0: pokud spiny 1 mifi podél osy z, sloZi se na
stav |1, 1), pokud mifi proti ose z, sloZi se na stav |1, —1); pokud vsak jeden spin mifi podél osy z
a druhy proti ni, mohou se slozit bud’ na stav |1, 0) s celkovym spinem § = 1 nebo na stav |0,0) s
celkovym spinem S = 0 (projekce na osu z je v obou téchto pfipadech samoziejmeé S3 = 0).

Srovnani s vlastnimi vektory pfedchoziho bodu vede k zavéru, Ze stavy prislusejici vlastni
hodnoté s1 2 4 odpovidaji staviim s § = 1 a stav s3 odpovida stavu s § = 0.

3. Vlastni hodnoty a odpovidajici vlastni vektory Hamiltonidnu popisujictho mionium (10.4.2) se
diky linearité ziskaji dosazenim parametrii a konstant:

[E1) =1,1) =TT

Evoa=Fo+ xsi04=Eo+ [E2) = 1,0) = 5 (111) +111) (10.4.272)
[£g) = I1,-1) = L)
B = Eo+ 255 = Fo - o E)=00 = (T)-I). (10427

4. Vektor |y) se v bazi 8 a v bazi {|S,S3);S=0,1;S3 =-S5, ..., S} vyjadii jako

(m) (e)
w=(o) efs) -

Pravdépodobnosti naméfeni energii E » 4, resp. E3 systému pfipraveného ve stavu |) jsou tudiz

=M+l =a|1,1)+ % (11,0) +10,0)) . (10.4.28)

O O™ R

1

P12.4 = (E1W) P + KE2|w) > + [(E4ly)|* = o® + EBZ, (10.4.29a)
1

p3 = KEsl)P” = 5. (10.4.29b)
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104 Volné mionium 10 CASOVY VYVOJ

5. Stav systému v Case 7 je ddn evoluénim operatorem, ktery lze vyjadfit diky znalosti spektralniho
rozkladu Hamiltonidnu:

s A 4 i
() =e 7y = e mE |E) (Eily)
k=1
= e n (Eorg)r (a 11,1) + % |1,0) + % er A |0, 0>)
= e h(Eor ) [a 1) + Bezn (cos ;‘—; 1) — isin ;‘—; m>)] : (10.4.30)

6. Pravdépodobnost nalezeni mionu ve stavu |T) (1) v ¢ase t pakje

Pt = (p@[Bulpo) = [P ] (10.431)
Projektor (10.4.6) pfisobi na bazové vektory vyskytujici se v rozvoji stavu |y (1)) jako®!
Purl1.1) =Py 1T = 1TD), (10.4.322)
P.111,0) =P, 10,0) = % 1T1), (10.4.32b)
takze
Pt (1) = e FEFD (0 17) + Bemi cos ;‘—;L 110 (10.4.33)
a diky ortogonalité vektort |TT) a |T]) je hledand pravdépodobnost
pur(t) = |al* +|BI* cos %. (10.4.34)

Tento vysledek lze interpretovat jako rotaci spinu mionu s tthlovou frekvenci

A
0= (10.4.35)

Specidlni p¥ipady: Pokud je na pocéatku elektron polarizovan podél osy z, tj. (@, 8) = (1,0), a
nachazi se ve stavu |y.) = |1)'¢), k Zaddné rotaci mionu nedochazi. Naopak pokud na pocatku
spin elektronu mif{ proti ose z, tj. (@, 8) = (0,1), coz odpovida stavu |¢.) = 1)), je modulace
spinu mionu disledkem rotace nejsilnéjsi a pro casy

2 1

%ﬁ (n + -) ., neZ? (10.4.36)

Ifip = 5

dochdzi dokonce k jeho tipInému pfeklopeni.
7. Matice hustoty v Case r = 0 ma tvar
p0) =alt) (111 + 5174 (1]
=all,1) (1,1 + g (11,0) (1,0[ + |1, 0) 0, 0] + |0, 0y (1, 0] + 10,0 €0, 0]) (10.4.37)
a v Case se vyviji podle vztahu
(1) = 00007 (1)
all,1)(1,1]+ g (11,0) (1,01 +€7#4711,0) (0, 0] + %47 10,0) (1,,0] +10,0) (0, 0

alTT) (11 + 5 | 111 €L+ 100 401
+cos S5 (L) €L = U () +isin 25 (T AN - UD UD |- (10.438)

31pfesngji se zde pouZivé nikoliv projektor P u1, ktery ptisobi pouze na Hilbertové prostoru H (1), nybrz P ur ® ite)
celého Hilbertova prostoru H. Pro zjednodugeni zapisu se operator identity spojeny s elektronovym podprostorem

vynechéva.
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10 CASOVY VYVOJ 10.5 Mionium v kfemiku

Parcialni stopa ptes elektronové stavy vede na parcidlni matici hustoty

P =Tr p(0) = (1N 5N + U@ o) 1) (10:4.39)
= a [ (1194 2 T (100 4+ 1) (110 4 cos S (116 (1100 + 11y ¢ f”)l

ze které se pomoci projektoru (10.4.6) uréi pravdépodobnost nalezeni mionu ve stavu |+) '/,

N N L At At
P (1) = Tr, Pup (1) = (+|W MW (1) [0y = a + E) (1 +cos T) = a+ b cos’ T (10.4.40)

12 )

Pravdépodobnost nalezeni mionu ve stavu, kdy mifi podél osy z v Case ¢, tedy nezavisi na tom,
jestli je na pocdtku elektron v ¢istém stavu daném superpozici (10.4.5), nebo ve smiSeném stavu
popsaném matici hustoty (10.4.7). Zcela nekoherentni smés a = b = 1/V2neboa=p=1/V2d4
stejnou pravdépodobnost naméfeni spinu mionu mifictho vzhtiru

1 1 At 3
©,n_+ L1 a4l O
Pyt (f) = = + = cos =1 +

5+5 T cos —. (10.4.41)

10.5 Mionium v k¥emiku

Pokud se dostate¢né silnd vrstva krystalu kfemiku bombarduje (anti-)miony u*, vznikne mio-

nium a navéaze se uvnitt krystalové mfiZe za tvorby Sesterecné struktury s okolnimi atomy. Interakce
mionia s krystalem se d4 modelovat Hamiltonidanem

A, D, |
H =Ey+ — w2 S'u Se h2 S,35e3, (10.5.1)
coz je rozsiteny Hamiltonidn volného mionia. Interakce s mfiZi je popsana druhym a tfetim ¢lenem,
proto je v obecném pitipadé konstanta A’ odligna od konstanty A pro volné mionium.*? Konstanty
A’ >0, D < 0 se urcuji experimentalné, jejich znaménko je dané.

1. Napiste matici Hamiltonianu H’ a uréete jeji vlastni hodnoty a vlastni stavy.

2. Predpokladejte, ze dopadajici miony jsou polarizovany do kladného sméru osy x, tj. |v,) =

lx+)#) = |5)#) Naleznéte vyjadieni pocatecniho vektoru mionu v bazi {|T)(") L1L)y® }

3. Pfedpokladejte, Ze elektrony jsou pfed vznikem mionia polarizovany v kladném, resp. za-
porném sméru osy gz, tj. uvazujeme dva piipady |¢eT> =1 > =|1){®). Naleznéte stav
sloZeného systému elektron-mion v ¢ase t = 0, v ¢ase t a pravdépodobnost p,, (1), Ze v ¢ase
t naméfite spin mionu orientovany ve sméru osy x pro obé dvé pocatecni orientace spinu
elektronu.

4. Spocitejte totéZ jako v pfedchozim bodu pro pfipad, Ze jsou elektrony na pocatku ve smiSeném
stavu

e = 5 D+ 21D Q1 (10.5.2)

Pravdépodobnost oznacte pj,_, ().

32Posledni ¢len v Hamiltonidnu narusuje sférickou symetrii interakce. Rotaéni symetrie okolo osy z vak zfistane
zachovana.
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()
8@ 3725 5485
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Obrazek 22: Naméfena funkce g(w) = Re f(w) pro mionium (pfevzato z [3]).

Srovndni s experimentem:

Z divodu koneéné doby Zivota se mion v mioniu rozpada a emituje pozitron e* s nejvétsi
pravdépodobnosti ve sméru polarizace mionia. V praxi se tedy méfi smér vylétavajictho pozitronu
jako funkce ¢asu t. P¥i bombardovani balikem Ny mionti je pocet pozitront v ¢ase vylétavajicich
podél osy x

dN(¢) _No

7

pficemz faktor 1 e+ ve vyrazu postihuje exponencialni rozpad mionu se stfedni dobou 7 ~ 2.2 us.

Experimentalné se neméfi pfimo pravdépodobnost p,_, (1), nybrz tzv. charakteristickd funkce g(w) =
Re f(w), kde

Pus(t)es, (10.5.3)

1 r= r s
f(w) = ;/0 Pus(t)e 7 e dt (10.5.4)

Ppﬂ(t) -
— e

je Fourierova transformace funkce ¢. Priklad namé¥ené funkce g(w) je na obrazku 22.

5. Naleznéte explicitni vyraz pro f(w) pomoci fy(w), kde

1 .
fo(w) =~ / e T el dr (10.5.5)
0

je charakteristicka funkce volného mionu.
6. Z udané hodnoty stfedni doby Zivota mionu urcete, jaka by méla byt polosiika vrcholt.
7. Z méfeni zobrazeném na obrazku 22(a) naleznéte hodnoty parametrt A" a D.

8. Na obrazku 22(b) je totéZ méfeni, jen uspofddani méfictho zafizeni bylo lehce pozménéno.
Diskutujte, k jaké zméné v zapojeni experimentu doslo.

10.16



10 CASOVY VYVOJ 10.5 Mionium v kfemiku

Reseni:

1. Matice Hamiltonidnu F’ vyjadfend v bazi 8 (3.1.14) ma tvar

44D 0 0 0
, 0 -4-p & o
0 0 0 4+D
a spektrum po zdiagonalizovani je
/ A E)) =I1,1) =17
. i 1
E1,4 Eo+ 1 +D, Ei> S -1y = L)) (10.5.7a)
’ A/ ’ 1
Ej=Eo+— =D, [£2) = 11,0) = = (1) + 1)), (10.5.7b)
£y = B2~ D [E5) =10,0) = = (1) +IL1) (10570
3= 0 4 ’ 3/ — s - \/i . D

Vlastni vektory jsou tedy totoZné jako v pfipadé volného mionia, jediny rozdil je v tom, ze
dodatecna interakce fizend parametrem D rozstépila tripletni stav.

2. Pocate¢ni stav mionu je podle (2.0.4)

1
) =1 = = (MW +10®). (10.5.8)
3. Pocate¢ni stav sloZeného systému mion+elektron je
1 1 1
Wa) = W) ® [er) = 7 (M +1UM) = A 11.1) + 5 (11,00 - 10.0)), (10.5.92)
1 1 1
o) = wu) ®wel) = ;i (Th + L)) = A I1.-1) + 5 (11,0) +10,0)) . (10.5.9b)
Stav slozeného systému v libovolném case ¢ je pak dan evoluci
e—iwlt —iwyt e—iu)g,!
+ = > + > - >
W) = = [11) 4 =5 [1,0) = =5—10.0)
e—iu)]f e—int _ e—i(u3t e—iwzt + e—ia)3f
Y I + 3 ITL) + i 1L (10.5.10a)
efiw4t —iwot —iwst
|W—(l)> = |15_1>+ |190>+ |070>
V2 2 2
e—ia)4t e—ia)zt + e—ia)g,t e—iwzt o e—iw3t
= + +— : 10.5.10b
N L) N 1T W, Y ( )

kde wy = E} /h.

Pravdépodobnost nalezeni mionu ve stavu |—) (1) je

~ A 2
Peim () = (W O|Puc |2 (0) = [P W )] (105.11)

Mionovy projektor 1ze diky vztahu mezi projektorem a Pauliho maticemi (2.1.2) vyjadfit ve tvaru
. 1 /4 .
P = =) ®) ()0 = 5 (1 (1) +(,1<u>) _ (10.5.12)
Jelikoz 6 |T) = ||) a obrdcené &7 ||) = |1), plati

(W (D1l (1)) = 411 [eiw1t (e_iwzt +e_iw3t) e it (ei“’zt +ei‘“3t)]

= %Re [ei‘“l’ (e‘i“’zt +e‘i“’3’)] = % [cos (w1 — wp) t +cos (w1 — w3) t]
1 2Dt (A”+2D)t
=5 [cos - + cos T] , (10.5.13a)
~ 1 iwat —iwst —iwst -
W-Olly- (1) = 5 Re [ (e7 +e7) | = (g (1)1 (1) (105.13b)
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(posledni rovnost plyne z w; = wy4). Hledana pravdépodobnost tedy nezaleZi na tom, zda na
pocatku miff spin elektronu podél nebo proti sméru osy z, a rovna se

COS —— + COSs

10.5.14
7 7 (10.5.14)

2Dt (A’ +2D) r]

1 1
Pu—>(t) = pi,y—>(t) = E + Z

4. Diky rovnosti pravdépodobnosti p, ,—.(t) = p_ ,—(t) dostaneme pro smiSeny stav tutéz pravdeé-
podobnost jako v pfedchozim bodé:

, 1 1 2Dt (A”+2D)t
Pus(t) = 5 [p+,,,_>(t) +p_,,1_,(t)] =5 + 7 |cos - + Cos T] . (10.5.15)
5. Rozepsani cos x = (e/* +e~'*)/2 ve vyrazu pro pravdépodobnost p,_,(t) vede na
1 1 2D 2D 1 A’ +2D A" +2D
f(w)—zfo(w)"‘g fO(O)—?)"‘fo(w"‘?) +3 fo(w— 7 )+f0(w+ 7 )]
(10.5.16)
6. Fourierova transformace funkce exponencidlniho rozpadu je funkce
1
folw) = ———, (10.5.17)
1-iwt
s redlnou hodnotou .
go(w) = Re fo(w) = =——=—, (10.5.18)
1+ wr
coz je (nenormované) Breit-Wignerovo rozdéleni s polositkou
HWHM = Lo 450kHz. (10.5.19)

T

7. JelikoZ musi byt D < 0, A” > 0, mtZeme vrcholy pfifadit parametriim témito dvéma zptsoby:

1. %D __7osMHz, AP _sigsmbr — % —921MHz  (10.5.20a)
= %D - 5485MHz, 220 _375MHz  — % =921MHz.  (10.5.20b)

8. V obrazku 22(b) se objevuje vrchol na frekvenci A’ /h = 92.1 MHz, coz odpovida rozdilu frekvenci
wy — w3. Ten se ve vyrazu pro pravdépodobnost objevi, bude-li se méfit vysledny spin mionu
podél osy, kterd nebude kolma na osu z.
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

11 Stacionarni poruchova metoda

Mgé&jme Hamiltonidn H, ktery 1ze rozloZit na soudet

~ ~

H = Ho + AH; (11.0.1)

tak, Ze spektrum Hp je zndmé a nedegenerované,

Fo [ém) = Eyy 16m) » (11.0.2a)
(Dml|dn) = Omn, (11.0.2b)
D 16m) (pml =1, (11.0.2¢)

a H; je mal4 porucha (interakce) fizena parametrem A (1 = 0 v neporuseném p¥ipadg, fegeni pro
A =1 hleddme; mocnina A ve vysledku koresponduje s fadem opravy).

Piedpokladame, Ze vlastni vektor Hamiltonidnu H a pfislugné vlastni energie 1ze vyjadiit ve
tvaru souctu

m (D) = > A" xﬁ,’?) : (11.0.3a)
n=0

En(d) = i VE". (11.0.3b)
n=0

Hxm (1)) = Em() Lxm (D) (11.0.3¢)

pficemz plati | X$)> = |¢m)), kde n udéva ¥ad opravy. Upustili jsme od normalizace vektort ’ )(,(:) >,
avsak poZadujeme, aby
(Bmlxm(A)) =1. (11.0.4)

V tomto oznaceni plati pro prvni opravu

En = (#n|Fh|on)
BulFilém (11.0.5)
e ;1 —<E$) _I‘E;f? 60
a pro druhou opravu
£? _ Z |<¢” HI‘¢m>|2 (11.0.6)

Druhé oprava k zakladnimu stavu je vZdy zaporna. Vysledné stavy vyjadifené do daného fadu N
1ze nésledné nanormovat.

Pokud je spektrum Hy degenerované, pak uvedenou metodu nelze pouZit (to lze trividlné
nahlédnout napfiklad z toho, Ze v prvnim z vyrazt v (11.0.5) by byla nejednozna¢nost ve volbé
vlastniho vektoru |¢,,), a také Ze ve jmenovatelich vyrazt (11.0.5) a (11.0.6) bychom dostavali nuly).
Predpoklddejme, Ze plati

|:|O |¢m]> =Em |¢m]> s (1107&)
<¢mj|¢mk> = 6jk . (11.0.7b)

V8echny vlastni vektory v charakteristickém podprostoru operatoru Ho pfislusejicim k vlastni
hodnoté E,, jsou indexovany druhym indexem. Prvni opravu Er(r}]) a prislusné vlastni vektory na

11.1



11.1 Porucha harmonického oscildtoru

11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

tomto podprostoru ziskame diagonalizaci

1)

<¢ml’|:|l‘¢ml> -E,
det <¢m2)|:|1|¢m1>

<¢ml)|:|1‘¢m2>

S P R A (11.0.8)

Porucha mtiZze degeneraci sejmout bud’ tplné, nebo jen ¢astecné.

11.1 Porucha harmonického oscildtoru

Castice hmotnosti M se pohybuje v potencialu jednorozmérného linedrniho harmonického

oscildtoru

o 1 .
Vo = —MQO?K?

s malou poruchou

Vi = Acos (k& +¢) .

> (11.1.1)

(11.1.2)

1. Spocitejte 1. fad opravy energie zdkladniho stavu.

2. Vyjadfete stfedni hodnotu operdtoru soufadnice X a stfedni hodnotu kvadratu operatoru

soufadnice %% v tomto stavu.

Reseni:

1. Oprava k energii je podle (11.0.5)

E{Y = (0lcos (k% + ¢)[0) = Re <0

el*X (11.1.3)

el eiw‘0> =Re lei¢ <O

o)

(neporusenou bazi harmonického oscilatoru zna¢ime v souladu s dffve uzivanou konvenci
|¢n) = |ny,n=0,1,2,...). Operdtor soufadnice vyjadfime pomoci posunovacich operatorti 8, a"

[vztah (4.2.18)]

n h A ~
%=\5175 (a + a) (11.1.4)
a pouzijeme Baker-Campbell-Hausdorffovu formuli (1.4.16)
eA+B = eA eB efé[AB]’ (1115&)
A i1t (11.1.5b)
- Vama® .
s o,
= ik ZMQa’ (11.1.5¢)
[A BJ o2l 47, 4] (11.1.5d)
' 2MQ T
-1
(11.1.5e)
takze
iK% _ oify il ik miimd ok g (11.1.6)
a
EL(]” =R {ei‘f e"(zﬁ <0 el¥ il eik\l%él 0>]
: R ~ f A N . T A
=R {el‘p e < mim <0 (1 + ik —ZM)Qa’ +) (1 + ik 2M)Qa+---) OH
= e~ 73 cos . (11.1.7)

Pokud je ¢ = kn, k € Z je prvni oprava k energii zdkladniho stavu nejvyssi (porucha je suda
funkce), pokud naopak ¢ = kx + 7/2, je oprava nulova (porucha je lichd funkce).
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA 11.1 Porucha harmonického oscilatoru

¢=0 | Q=7/2

Obrazek 23: Potencial V(x) = Vy(x) + Vi(x) pro tii hodnoty féze ¢ (silnou barevnou ¢arou) a neporuseny
potencidl Vj(x) (¢arkovanou ¢ernou ¢arou). Hodnoty parametrti jsou M = Q =1, x = 10, 2 = 0,1. Pii
volbé i = 0.1 je energie neporuseného zakladniho stavu Eéo) = 0,05 a poruchy v jednotlivych pfipadech

Eé]) = {0,0082;0; —0,0082}. Stfedni hodnota soufadnice se posune o 0,082 v piipadé ¢ = 7/2, ve zbylych dvou
ptipadech zlistane nulova.

2. Oprava k vlastnimu vektoru zakladniho stavu je podle (11.0.5)

ikX
e

M\ _ x (nlcos (kX +9)[0) 1 o1 :
)Xo > - Z 0 oo M="1g Z ﬁ% [ew <”
E() - En n=1

o>] In) . (11.1.8)

n=1

VyuZijeme vztahu (11.1.6), a maticovy element v sumé vyjadiime jako

)

. h At h A

0> _ e_KZ% <I’l elk,/WLQa elkdwl’ga
2 h ; h_ 5%

—e X ™o <I’l XV mad 0>

k=0
2_h n
e X 1ma h
- i , 11.1.9
Vn! (IK 2MQ ( )

takze

n

)

[ h
“No2ma

)” |2n)

1 O 1e ™ mm h
(1)>:__ - R el | i
)XO i 2 Vi [e (lk 2MQ

1 2_h - 1
= _—— e X Ima R
na ”Z:; nvn!

n

)

(cos @ +isin )

1 _2>=&
= ——— e ¥ 1M

hQ

o (-1)" h
cos ¢ ( ) 2n (

K
= 2n+/(2n)! 2MQ
N . (=D" 21+1( h )”
—sing s 2n+1)|. (11.1.10)
2MQ Z; (2n+1)4/2n +1)! 2MQ
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11.2 Van der Waalsova interakce 11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

Stfedni hodnota operatoru soutfadnice je tedy (do prvniho fddu v 1)

(volXlxo) =4/ 21\}:152 [(OI +A <)(01)” a'+a [|O) +1
*Waua ZMQ [ >]

<1|>

(1)
Xo >J

1 Ao 1 SR h
= — in
o’ S\ ama ©
/l 3
= X e“nmsing (11.1.11)

a sttedni hodnota kvadratu operédtoru soutadnice (opét do prvniho fadu v Q)

. h
(roleo) = 52 | (0faa’|o) +24 (x[ao)]
2 -
= ZMLQ [1 + 2;4’(92 e <1 cos ¢ (11.1.12)

Vysledky jsou zobrazeny na obrazku 23.

11.2 Van der Waalsova interakce

UvaZujte dva atomy vodiku, pficemzZ vektor vzdjemné polohy jejich jader R mifi od prvniho
atomu k druhému, polohy elektronti viici pfislusnym atomtim jsou udény vektory rq, ro.

Pro dostate¢né velkou vzdjemnou vzdalenost atomii viici vzdalenostem jejich elektronti a pii
hrubé aproximaci £, © ) ~ 0 (to znadi, Ze vSechny energie jednotlivych atomt vodiku kromé zéklad-
nich stavti berte ]ako nulové) naleznéte opravu k energii zdkladniho stavu systému a rozhodnéte,
zda uvaZovana interakce bude pfitazliva ¢i odpudiva.

Vypocet provadéjte v adiabatické aproximaci, tj. pfedpokladdejte, Ze atomy se vii¢i sobé nepohy-
buji.

Reseni
Neporuseny Hamiltonidn je sou¢tem Hamiltonidnt dvou neinteragujicich atomi vodiku, jehoz

spektrum (vlastni energie a vlastni funkce) je zndmé. Oprava (porucha) pak bude dédna interakcemi
konstituentti jednoho atomu s konstituenty atomu druhého:

H = Ho + A, (11.2.1a)
Bl B v v
Bo=PL P _7» ¥ 11.2.1b
0 2m 2m rh I ( )
B=2y2_ 7 Y (11.2.1¢)

R : ‘R + rz‘ )R - ‘
V interakénim Hamiltonianu souvisi jednotlivé ¢leny postupneé s interakci kladné nabitych jader,

interakci elektront (f = ‘ﬁ + — 1)), jadra s elektronem druhého atomu a interakci

druhého jadra s elektronem prvniho atomu.
Za piedpokladu, Ze rozméry atomt jsou mnohem mensi nez jejich vzdjemna vzdalenost, 1ze vzit

vvs v

jen nejnizsi ¢leny multipélového rozvoje

11 a1 +1 9% 1
_— —riri—— cse =
R-r| R 8R,- R 2 "70ROR; R
1 R-r» 1 (.RiR;
1 R-r 1 (R-r?
E e +2R3 (3 72 -+ (11.2.2)
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA 11.2 Van der Waalsova interakce

Dalsi ¢len multipélového rozvoje je 575’5 (5“;—2)2 - 3r2). Jednotlivé fady multipélového rozvoje Hi jsou:

~ (0)

A =0, (11.2.3a)
H(”=l[ﬁ-(f1—f2)+ﬁ~f2—ﬁ~f]=0 (11.2.3b)
1 ﬁs 1 By (V4N

L 2
Hm_ Y 3(R.(rl_r2))
=
L2 Ry
(R~r2) (R-rl)
B+ -3+ =
R2 R2
v | . L (RE)(RE)
25 r1-r2—3T . (1123C)

. ) w1 les 0 (2
Naddle se omezime na pfiblizeni H; = HI( )33,
Ve specidlné zvolené soufadné soustavé, ve které osa z sméfuje ve sméru spojnice jader atomti od
prvniho jadra ke druhému, je

5 (R2)(RZ) |

Hi= 2 [fa%o + 9192 + 2125 -
I 1X2 +Y1Y2 + 2122 A

[X1%2 + ¥1¥2 — 22125] . (11.2.5)

D|= B|=

pFitemz f1 = (X1, ¥1. 21) jsou slozky vektoru f; analogicky pro vektor f,.
Neporuseny zédkladni stav dvou volnych atomt vodiku je dan vlnovou funkci

lp1) =ln=11=0m=0)|n=10=0m=0),=|1)]2) (11.2.6)

(pti pouziti zjednoduseného oznaceni [1,2) = [n =1/ = 0m = 0); ). Atomy jsou nerozliSitelné, vinovy

vektor tudiz musi byt symetricky nebo antisymetricky viiéi zdmeéné ¢astic.3* To je splnéno.
1. oprava k energii je dle poruchové teorie

(1)

E\ = <¢1‘|:|1‘¢1> =
= % [ (11 (1) (2[%212) + (1[¥1]1) (2[¥212) = 2(1|21 1) (2]222) |. (11.2.7)

K uréeni maticovych elementti Ize vyuZzit vybérova pravidla podle Wigner-Eckartova teorému (16.0.9).
Komponenty vektorovych operatort f4 » se vyjadfi pomoci komponent tenzorovych operétoru 1. fadu,
viz (16.1.1)). Je tedy 1 = 1 a jednotlivé komponenty jsou odliSeny indexem p. Vybérova pravidla pak
davajiJ =j+1aM =m+yu, kde vnaSem piipadé J =1 =0, j =1 =0, M =m = 0. To neni splnéno
pro zadnou ze sloZek operatort 1 », takZe vSechny maticové elementy na pravé strané vyrazu pro 1.
opravu jsou nulové.®®

370 je vlastné interakéni energie dvou dip6lovych momentti dq 5 = —e 1 5:

PCI N S U PR w_ (11.2.4)

1 =%F dl'dz—?)

34pro aplnou analyzu je potieba zahrnout i spinovy stav elektronti; pro tcely této tlohy sta¢i uvazovat, Ze spin
elektronti se sloZi na antisymetricky singletni stav, aby celkova vinova funkce byla antisymetricka.
35To tizce souvisi s tim, Ze dip6lovy moment atomti v zakladnim stavu je nulovy.
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11.2 Van der Waalsova interakce 11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA

2. oprava k energii zakladniho stavu déva

N 2
@1 (11 Ay ) )

(2)
E = =~
11 z | (0) (0) (0)
et 2E)" —Ey) — Ep
np#1
L mqp lz my

Z @I (U HrIn loma) na b ma) (na bomal (na b mo| Fi (1) 12) =

<o>
2

— o @I (T =11y 12) @1 (1) A1) 12) =
2 l

E(o) QIR 12), (11.2.8)

1

kde se provedla hruba aproximace E,(,[);z ~ 0, vyuzily se relace tplnosti a znalost nulovosti maticovych
elementta (2| (1] Hy [1) |2). Pti formalné zcela sprdvném feSenf je nutné uvazovat nerozliSitelnost ¢astit,
avsak vysledek bude stejny (diky uZiti relaci tplnosti).

Kvadrat Hamiltonidnu poruchy je

22 + 2% %0912 — 41 %02125 — 49192212, ] . (11.2.9)

Maticovy element pro smiSené ¢leny (posledni tfi ¢leny v zdvorce) se vynuluje diky symetrii zdkladniho
stavu.3® Ze symetrie také vyplyva

(1jgi) = (1) = (12

takZze druhou opravu k energii 1ze nakonec vyjadfit jako

1) = % (1]r)1), (11.2.11)

Ey = 2E<0>R6 (151} (2l5G[2) + 1lgi[n) (2193[2) + 4 (1f2i]1) (2123]2)] =
ZEZ”Ré 5 (1I11) (21312) (112.12)

Zbytek tlohy se dofesi v x-reprezentaci. Energetické hladiny atomu vodiku jsou

(0) vy 1

E, =—-7—— 11.2.13
" 2(1() n2 ( )
a radialni &ast vinové funkce zakladniho stavu zni®’
2 _r
Ryo(r) = (r[100) = — e 0, (11.2.14)
a 2
0

36Toto 1ze opét dokézat pomoci Wigner-Eckartova teorému. Na zakladé piikladu 16.10 Ize dyadicky souéin dvou
Vektorovych operatorti R, s vyjadfit pomoci tenzorovych operétort nultého, prvniho a druhého fadu. Specidlné pro
R=8a pro smiSené slozky R;, Ry, j # k plati

+@) _4@) A
2 " -2 RoRs = —

2i ’

T(Z) + 1—(2) -T-(Z) B T(Z)

BB, = 4 -1 RRy=-—L L 11.2.1

1Rz TR 1R3 T ( 0)
dajf se tedy vyjadfit pomoci tenzorového operatoru fadu A = 2 s projekci 4 # 0. Po nahrazeni (ﬁl, R,. If{_o,) =(X12:¥12.212)
se dospéjena zédkladé vybérovych pravidel Wigner-Eckartova teorému k zavéru, Ze libovolny maticovy element
(100|RR([|100) =0, j # k.

37Cel4 vinova funkce z4kladniho stavu je (r,6,¢|100) = R1o(r)Ypo(0, ¢), kde Ypo (6, ¢) = 1/V4x. Uhlovou a radialni &ast

1ze od sebe odseparovat a zde se pocitd maticovy element operatoru, ktery na tihlovou ¢ast neptisobi, proto sta¢i uvazovat
pouze radialni ¢ast.
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11 STACIONARNI PORUCHOVA METODA 11.2 Van der Waalsova interakce

kde ag = h?/ym je Bohriiv polomér. Maticovy element je dan integralem

(100[f*

100) = %/ e @ rPeTw r2dr =
a

0 70
4 [, _2x
=— rte @ dr =
ay Jo

4 « _or
=——34@/ Pe @ dr=. =
a 2 )

- () [ E ]

=3d2, (11.2.15)
ktery po dosazeni do vztahu pro 2. opravu energie (11.2.12) d4 kone¢ny vysledek

) 3')’203 67618
11 = T = - 6 ° (11216)
E, RS R

Oprava je zdporna, 1ze z ni tedy usuzovat na pritazlivost sil mezi atomy a na jeji rychly pokles s
nartstajici vzdalenosti.

Atomy nemusi byt nutné vodikové, vysledek plati i pro jiné atomy nebo molekuly, pouze musi
dostate¢né presné platit, Ze na tento systém lze nahliZet jako na soustavu kladné nabitého centra (jadro
+ elektrony z vnitinich slupek) a okolo obihajici valen¢ni elektron. Pak vidime, Ze Van der Waalsova
sila je tim vétsi, ¢im jsou vétsi rozméry atomt.

Zatimco pro zdkladni stav je 1. oprava poruchové teorie k nulovd, pro excitované stavy jiz tomu
tak byt nemusi. To znamend, Ze atomy v excitovanych stavech se budou ovliviiovat silnéji na vel-
kych vzdalenostech, velikost opravy bude klesat jen jako ~ 1/R3. Navic excitované stavy mohou byt
degenerované a je nutné pouzit degenerovanou poruchovou teorii.

Ackoliv jsou jednotlivé dip6lové momenty atomt v zdkladnim stavu nulové (dipélovy moment =
sttedni hodnota operatoru dip6lového momentu), jsou Van der Waalsovy sily projevem dip6l-dipélové
interakce. Je to dtisledek toho, Ze zaladni stav neni vlastnim stavem dip6lového operétoru d.

Detaily ohledné Van der Waalsovy sily naleznete v pfehledovém ¢lanku [13] ¢&i v uéebnici [10],
kapitola 10.10.3.
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12 MERENI

12 Meéreni

12.1 Ramseytv p¥istroj s méfenim

Tento piiklad navazuje na piiklad 10.2.
Pfedpoklddejme, Ze na oblasti s vypnutym oscilujicim polem B; provedeme méfeni pomoci
dvouhladinového systému (napiiklad pomoci dalsi ¢astice se spinem 1/2). Namisto Hamiltonianu

Ho = —uosBy (12.1.1)

budeme uvazovat Hamiltonidn

, | —uBooz® (1+am), t<r<7+Tp,
HO_{—ﬂBOO'3®1, T+ <t<t+T, (12.1.2)
kde
1 1(1 -1
mzi“_“”‘itq 1)- (12.1.3)

Tento Hamiltonian plisobi na Hilbertové prostoru H = Hs ® H,,, coZ je tenzorovy soucin Hilber-
tova prostoru H; spinu prolétajictho Ramseyovym pfistrojem a Hilbertova prostoru H,, méficiho
dvouhladinového systému.

Dobu T zvolime specidlné jako (pfi vyuZiti notace (11.1.4) zimniho semestru)

_hm _om
07 2uBod ~ wod’

(12.1.4)

z

coz, jak se ukdze béhem feSeni, je doba potfebna k tomu, aby na sebe méfici zafizeni pfijalo
kvantovou informaci o sméru prolétavajiciho spinu.

1. Naleznéte evolu¢ni operator Uj(T) v oblasti mezi dvéma Ramseyovymi zénami.

o

2. Za pocatecni stav méficiho zafizeni budeme uvazovat

1(1-i
|pi) = 5 (1+i) : (12.1.5)

V pfipadé, Ze by mérici zafizeni byl spin 1/2, ukaZte, do jakého sméru by mifil.

3. UkaZte, Ze pro pocate¢ni stav ve tvaru

1+1

W) =) ® o) = ((1)) ® % (1 _i) (12.1.6)

lze pravdépodobnost naméfeni koncového stavu, ve kterém je spin, ktery prolétl Ramseyovym
zafizenim otofeny dold bez ohledu na to, jaky je stav méticiho zafizeni, vyjadfit jako

pur =lAml + Al (12.1.7)

kde Aj11 a A} |1 jsou definovédny ve vyrazu (10.2.22). Méfenim tedy vymizi interferenéni clen.

Reseni:
1. Evoluéni operator pro ¢ast Hamiltonidnu

h=- uBy Aoz®m (12.1.8)
—
hay
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12.1 Ramseytiv pristroj s mérenim 12 MERENI

se spocita rozvinutim do fady:

u=e 7 = i (% )J% (o3 @m) . (12.1.9)
FE AN
Jelikoz
or=1, (12.1.10)
m?=m, (12.1.11)
vychazi
2j+1 o 9

— 181+ [ioysin 200 4 4 (cos ‘”02”0 - 1)} ®m. (12.1.12)
Speciélni volba Ty podle (12.1.4) vede na
u=1®1+(oz—-1)e@m. (12.1.13)

Jelikoz h komutuje s Hy = —uBoos ® 1, 1ze psat

Uy(T) = e nHoT e= 2T

L woT
e'2 0
= . wgT
0 e

;o
B (e1 2 0

[1®1+@{oz—1)®@m]

0 e

el
®1_((1 1)Oe : ; .)0 iMOT)®m. (12.1.14)
+1)e 2

2. Lze vyuzit dvou postupti:

e V piikladu 2.1 bylo ukdzano, Ze normalizovany vektor spinu orientovaného do sméru
jednotkového vektoru 7i = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 8) popsaného pomoci sférickych thli

(0.9) je o
. [e7?cos§

i) = ( sin% ) . (12.1.15)
Pomér slozek )

z=e ¢ cot 5 (12.1.16)

tedy udédva dhly (6, ¢) (stereograficka projekce v [12]). V p¥ipadé tohoto piikladu je
1-i . .. 0
=T —i = (cos ¢ —isin ¢) cot 5 (12.1.17)

takZe ¢ = m/2a 6 = 0. To odpovida projekci spinu podél soufadné osy y.

* Druhy zplisob vypoctu spociva ve vyjaddfeni matice hustoty spinového stavu

Pn = |n){(n| = % 1+n-0) (12.1.18)

(Iz| = 1 pro &isty stav, [n| < 1 pro smiSeny stav). V pfipadé zadaného stavu je

i\ 1
“1o o= (171) 3 01 1-0)
:%(1 ‘f):z(n@), (12.1.19)

coZ opét udavé orientaci spinu podél osy .38

38Plati tedy, Ze stav |¢;) je vlastnim stavem matice 0.
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12 MERENI 12.1 Ramseytiv pristroj s mérenim

3. Koncovy stav systému, ktery vyviji poc¢ate¢ni stav |!ﬁ; >, je

lo3) = 1w/ (T +27))y = U |w), (12.1.20)
kde
Uy = 0Q@r+ 7,7+ 1)Uy(T)U(7,0). (12.1.21)
Hledana pravdépodobnost je
Pis= <¢/; p w;) , (12.1.22)
kde P je projektor na koncovy stav,
P=1ws) (sl ®Tm=lws)(wel® AN+ 1D = WD+ 1L (12.1.23)
Pravdépodobnost se tedy da rozepsat jako
Py = (w0 (1[0 ) + (i O (L]0
- <T ®‘L“J’,I(n> <iT 0l ®> + <T ®‘L"J',I‘u> <ll VA ®>
- |AfT L At : (12.1.24)

kde horni index zna¢i, jaky stav bude mit vysledny spin, a |¢;) = |®). Analogicky s (10.2.22) 1ze
jednotlivé amplitudy déle rozepsat jako

A% = (|01 s)
= (U[0@z + 7,7+ 7) (11 + L) LD @ (Tl + L)L GOz, 0)]1 @)
- <¢T|U(2T FT, T+ T)|TT> <TT 0y 0, 0)|T ®> + <¢T)U(2r +T, T+ T)‘Tl> <Tl 050, O)h ®>

0y

0

0001 &) + (U0@r+ 7.7+ 1)[1L) (1L

+(ujoer+rcen|i) (1 03 0,0t ®)

0

_ 2 (2) 4 T(D) (2) 4'T(D)
= AlT ATT +All AlT , (12.1.25a)
L A(2) 4L (2) 4'L(D)
ALT = AlT ATT +All AiT X (12.1.25b)

kde vyznatené elementy jsou nulové diky ortogonalité a diky tomu, Ze operator U neméni stav
Lo . 2) (2 .

méfictho spinu, a AET), Ai l) jsou dény vztahy (10.2.21).

Vyuziti vztahti (10.2.20) pro Ramseytv pfistroj v prvni Ramseyové oblasti vede k amplitudam

[

=[(ei‘“§” o)®(1 0)—(1_1)(9_1“’% 0)@%(1 —1)] U(T;O)[(é)@%(i;ii)
- (ei“%r o)®%(1+1 1—1)]U(T;0)[(é)®%(1:)

A'TTT“) =[(1 0)®(1 0)]UyT)U(z;0)

m2 1+i
A
= AL, (12.1.26a)
ATV =10 1)e (1 0)]UyTIU(z;0 ! :
o (U0 || o] © [0
1 1(1-1i
_ a1l a1
_Asz(l i 1+1)2(1+i)
=0, (12.1.26b)
A'TlT(l) =0, (12.1.26¢)
A = 4D (12.1.26d)

) i
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12.1 Ramseytiv pristroj s mérenim 12 MERENI

takze
! 2 1
Al =aPal) =, (12.1.27a)
! 2 1
Ag=alAl) =ay. (12.1.27b)

Hledana pravdépodobnost preklopeni spinu je tedy podle (12.1.24)

pur=lAmf + Al (12.1.28)

Yy -

Zaclenéni méticiho pristroje tedy znici interferenci. Vyvoj je vSak unitarni, kvantova informace
se pienese na méfici spin. Méfici spin se bude nachdzet ve stavu |T), pokud se spin prochdzejici
pfistrojem nachdzi za 1. Ramseyovou oblasti ve stavu |T), a obdobné pro spin mifici dolti.
Vypocet se dd provést i jinak. JelikoZ stav méficitho spinu ovliviiuje pouze oblast bez oscilujictho
magnetického pole Bj, staéi urcit

L woT

i—— 0

0 i woT

[a-i e 0 ®[1(1 -1)
0 (1+i)e ) [2\-1 1

Uy(T) [1 ® )] = (e

1 et (i:) 0
oo e ()
[+ (‘11) 0
2 0 (i-1)e i (‘11)

Il
—_———
. (D;—.
‘e
No
o ~
—_—
O =
—
[¢)
L
‘é
2, O
—_——
=)
-

o(3).

VVVVV

vy -

bez méficiho zafizeni, vyvine se spin z pocatecniho stavu (10.2.6) do stavu
[Wr) =i (TF)) = (Amy + Aqp) 1T + (A + Ap) 1) (12.1.29)
kde Ty = 27 + T, takZe matice hustoty bude
pi(Ty) = |wi(Tp)) (wi(Ty)|

P %
_ |[Artr + Aqpl (Amp + Aqpp) (Agy + Ayps) (12.1.30)
(Appp +Arpp)” (A + A A7+ Ay

a pravdépodobnost namétent stavu |y /) (10.2.7) je

pur = (Wb @plus) = |Ap + Al (12.1.31)

coz je vysledek (10.2.23).
Pfi zapnutém méficim p¥istroji je koncovy stav

Wi(Tp)) =Am D ® M) + A 1D ® 1)
+Am e M+Aplhell). (12.1.32)
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12 MERENI 12.1 Ramseytiv pristroj s mérenim

vy

Matice hustoty se zapnutym méficim pristrojem ma tedy slozky
p:,tb,cd(Tf) = AabTA:dT, (12133)

kde prvni index a, ¢ € {T, |} odpovida stavu spinu, druhy index b, d € {7, |} méficimu pfistroji.
V koncovém stavu nds nezajima stav méficiho pfistroje, coz formdalné znamenad, ze vechnu infor-
maci nese parcidlni stopa matice hustoty pies H,,:

P5(Tr) = Tty p'(TF)
= Tlo" (TE) T} + (Ll 6" (TF) [ Lm)

_ ('OIT’TT (TF) +’0Il’Tl(TF) pIT’” (TF) +’0Il’ll(TF))
plT,TT(TF) +pu’”(TF) p”’“(TF) +pll,ll(TF)

_ ( |ATT*T|2 +|Am|i A A, +AmAzj“) (12.134)
AmAf +AAY, |+ A
Hledana pravdépodobnost je pak
P = (Lsls @) = [ + Al (12.1.35)

v souladu s (12.1.28).
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13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA

13 Nestaciondrni poruchova metoda

Schodingerav, Heisenbergtiv, Diraciv obraz

Predpokladejme, Ze systém popsany Hamiltonidnem H Ize rozloZit na ¢ast Hy nezavisejici na
¢ase a na ¢asové zavislou poruchu Hr:

H(r) = Ho + Fi(1). (13.0.1)

Déle méjme v Case g vektor |y (t9)) popisujici stav systému, libovolny ¢asové nezavisly operédtor A a
¢asoveé zavisly operator B(r). Fyzikdlni zadvéry se nezméni, pokud provedeme unitdrni transformaci
soucasné stavového vektoru a operatorti, danou unitarnim operatorem U:

lp’y = Uly), (13.0.2a)

A" = UAU". (13.0.2b)

Tuto transformaci 1ze v kazdém Case ¢t uvazovat riiznou. V praxi se uzivaji tfi takovéto transformace
(fyzikalné ekvivalentni obrazy).

1. Schridingeriiv obraz ) o
(1)) = U(z, 10) |y (t0)) A, B(») (13.0.3)

Operétor A zlistava v Case konstantni, operator B(r) se méni v ¢ase podle svého funkéniho
predpisu.

Diferencialni rovnice (spolu s poate¢ni podminkou) pro evoluéni operétor U(z, 79):

. aU(z, 10)

o = H() U(t, 1), U(tg,10) =1, (13.0.4)

ktera ma v piipadé, Ze celkovy Hamiltonidn H nezavisi na case, feSeni
- —if(-
U(t,19) = 70700 (13.0.5)

Z evolucni rovnice pro evolu¢ni operator plyne rovnice pro stavovy vektor (asovd Schridinge-
rova rovnice)

in? "gﬁ’» = A1) [y (1)) . (13.0.6)
2. Heisenbergiiv obraz
(1)) = UF(e,00) [0 (1)) = v (11)) = konst., (13.0.7a)
ABt:) =0%(t,11) AU, 1), (13.0.7b)
BH(;11) = 0% (t,11) B(r) U(t,11) . (13.0.7¢)

(11 je vnéjsi parametr). Stavovy vektor |¢) se s casem neméni, veSkery casovy vyvoj je zahrnut
v Casové zavislosti operatort.

Diferencidlni rovnice pro stavovy vektor a pro operatory:

a i (z;10))

FT wt(e;0)) = 1w (1)) (13.0.8a)
o
= 5(; S % [AH(” f), F'H(f)] A1) = A (13.0.8b)
oBH(1; 1 (a4 . OHB(1) ) A
8(; - in [AH(I; n). HH(t)] M BY(11;11) = B(n) (13.0.8¢c)
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13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA

kde .
o1B(1)
ot

aB(1)

- U, 1) . (13.0.9)

=07 (s,11)

Pokud je systém v ¢asové neproménném vnéjsim poli, tj. [I:I, O(; tl)] =0, pak

H (1) = 07 (¢, 11) HO(1,11) = H. (13.0.10)
. Diractiv (interakcni) obraz
WPt 1)) = 0 (5:0) lw (1)) (13.0.11a)
AP (1;11) = U} (1;11) AU (1;11) (13.0.11b)
BP(1;11) = U} (t;11) B(1) Uo (1;11) (13.0.11c¢)
Zde .
Uo(t;11) = e~ #Holt=1) (13.0.12)

je evolu¢ni operdtor Hamiltonidnu Hy, tj. feSeni diferencidlni rovnice

0 oUo(1;11)

o = Ho Uo(z; 1) Uo(ri;0) =1. (13.0.13)

Bez Gijmy na obecnosti I1ze volit ¢as #1 stejny jako v pfipadé obrazu Heisenbergova.

Diferencidlni rovnice pro stavovy vektor a pro operatory znéji:*

ih(9|¢D(t;t1)>

o = () P ) WP () =lw(n))  (13.0.15)

OAP(1;11) _ Y [aD(,. .\ D¢, AD(, ..\ _ A
e [A (1;11), A (ml)] AP (11;1) = A (13.0.15b)

oBP(5;11) 1 [ap D oPB(1) D .
= [B (t;1), HP(z; tl)] s B (11;11) = B(ry), (13.0.15¢)

kde (podobné jako u obrazu Heisenbergova)
oB(t) .. 0B(r) .

1(% = U, (t,11) o Uo(z,11). (13.0.16)

Reseni prvni rovnice, kterd se v literatufe nazyva Schwingerova-Tomonagova a je analogit
Schrodingerovy rovnice, 1ze psét ve tvaru

[P (5;11)) = S(t, 10;11) [wP (10;11) ) » (13.0.17)
kde evolucni operdtor v Diracové obraze
S(t.10;11) = U (1. 11) U(t, 1) Up (0, 11) (13.0.18)
je feSenim diferencidlni rovnice

0 aS(t,10;11)

> = AP (5;11)S(1, 10;11) S(to, t0;11) = 1. (13.0.19)

39Ve shodé s definici operéatoru v Diracové obraze je

AP (1;11) = O] (1;00) A (0 O (1;11) - (13.0.14)
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13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA

V Heisenbergové i Diracové obraze se objevuje vnéjsi parametr ¢1, ktery udava cas, ve kterém se
operétory i stavové vektory vsech tif uvedenych obrazti rovnaji. Od této chvile budeme volit 11 = 0
a nebudeme tento parametr ve vzorcich explicitné vypisovat.

Pokud Hy predstavuje volny Hamiltonién, pak se zavadgji jesté Mallerovy operdtory

o = lim §(0,1) (13.0.20)
0 —Foo
a operator S-matice
S= ,Erﬂo S(t,10). (13.0.21)
tp——0

Regeni rovnice (13.0.19) Ize hledat ve tvaru integralni rovnice, kterou Ize vyjadfit ve formé fady*’
: t
S(t,t0)=1- 7_11 / HP (t1)S (11, to)dty =
1o

t R R : 151 R "
HP (11) {1 - H}D(tz)s(tz,to)dtz} dn =
Iy

h i
=3 8" (1,10), (13.0.22)
n=0
kde
8§ =1 (13.0.23a)
: t
8" =—2 [ AP()dn (13.0.23b)
i
A (n) i n t o ln-1
S" = (——) / HP (11) / HP (1) - - / HP (1,,)dt,, - - - drodty (13.0.23¢)
h’ o ) 0]

Rozvoj (13.0.22) 1ze formélné secist. JelikoZ vSak Diracovy obrazy Hamiltonidnu v rtiznych
¢asech mezi sebou navzdjem nekomutuyji, [ﬂ?(tj), HP(tk)] # 0 pro t; # tx, musime uzit T-soucin,

definovany nasledujicim zptisobem: Necht' operatory A, (r) ve stejném ¢ase komutuji, tj. necht
[A;(1), Ak(1)] = 0. Pak

T(AN(tN)---Al(tl)) = Ay (tiy) -+ A (1) tiy 2l =2t (13.0.24)

Diky T-souc¢inu Ize fadu formélné napsat jako exponencidlu

i

é(t,to) =Texp ( -

t
I:lP(t’)dt') . (13.0.25)

Iy

Nestacionarni poruchova metoda

Stejné jako u staciondrni poruchové teorie se i v pfipadé ¢asové zavislych Hamiltoniant H(z)
predpoklada, Ze spektrum Hy je zndmé:

o l¢m) = Epy 1dm) (13.0.26a)
(Dml|dn) = Omn (13.0.26b)
D 1m) (dml = 1. (13.0.260)

40Dysonova fada.
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13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA

Maticové elementy rozvoje evoluéniho operatoru v Diracové obraze (13.0.22) v této bazi ozna¢ime

jako
S (1, 10) = <¢ f’é(n)(t,to)‘¢i> (13.0.27)

a pro jednotlivé ¢leny (13.0.23) pak plati

(0)
Sfi (t,10) = 6fi

: t

M i . e

Spi(tt0) = —ﬁ/ Hipi(r1) €9 dry
Iy

(13.0.28)
) i\? ropeh, . R .
Sypi(1.10) = (_ﬁ) ;/t{) /Io Hifm (11) €'/ Hyp (£2) €172 dty diy
kde jsme zavedli*!
- 1 )0
Hypi(t) = <¢f’HI(t) ¢i> wfi =+ (E;f ~E; ) (13.0.29)

Pravdépodobnost prechodu z potatetniho stavu |¢;) pfipraveného v ¢ase o do koncového stavu |¢ ) v
Casetje

Pioas(to = 1) = [(9 (1)1 (10))[
= {2 |oP )

n 2
= )<¢ f‘s(t» 10) ¢i> (13.0.30)
coz v poruchové teorii dava
2
Pip(ty — 1) = 'ijj.) (t.10) + S0 (1.10) + 8P (¢.10) + -~ | (13.0.31)

Pro ¢asové neproménnou poruchu zapnutou v case fyp dostaneme do 1. ¥ddu poruchové teorie

21 2
Pir(to > 1) = - |Higi|” oac (w i) At (13.0.32)
kdeAr=t-1ya
.2 (/.)f,‘Al‘
1 sin At—00
Snilwyi) = ——— A,Z 2, 5(we;) (13.0.33)
fi
2

A

je funkce, kterd ma v okoli nuly ostré maximum polosiiky =~ 2 /At a vysky At/2x. Za dobu At tedy
dojde k pfechodtim prakticky pouze v oblasti tohoto maxima, tj.

2r
s =2 13.0.34
wri R A7 ( )
a ozna¢ime-li AE" = ’E}(.)) - E;()) , dostaneme
AE" At > 2nh (13.0.35)

Tento vztah se nazyva relace neurcitosti mezi casem a energii.

410Obe¢as budeme pouzivat zjednoduSené znaceni Hyy; (t) = < f ‘I:ll(t)‘i >
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13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA 13.1 Nabity harmonicky oscildtor

Pokud Ize na okoli El@ pohliZet jako na kontinuum hladin (jedné se o bud’ pfechod do spojité

¢asti spektra, nebo je v okoli E;O) velké mnozstvi diskrétnich hladin), (13.0.32) pfejde na Fermiho zlaté
pravidlo

Pip(tg > 1) _ 2r

2
Winsr(fy — 1) = v = |l o f(E)] (13.0.36)

E~E®

coz je rychost prechodu z potate¢niho stavu i do celého jeho okoli f € F, na kterém je |H; fl-|2
ptiblizné konstantni.
Pro harmonickou poruchu o frekvenci w

N A N5

Hi=h" el +f' e ier (13.0.37)
————
emise absorpce

dostaneme uzitim podobného postupu jako v pfipadé konstantni poruchy vztah

Wi = *w, t. E}O) ~ E@ + hw (13.0.38)

platici za pfedpokladu, Ze porucha je zapnuta po dostate¢né dlouhy ¢as.
Fermiho zlaté pravidlo v pfipadé harmonické poruchy zni

2r

*)
wisp(to —t) = Y

',

2

pf(E)|E 20, (stimulovanéa emise),
i ‘ (13.0.39)
=5 |

2
E | stimulovand absorpce) .
pf( )E:E[(O)Hia)( P )

Pokud mame periodickou poruchu, ktera neni harmonickd, mtizeme ji pomoci Fourierovy tranfor-
mace na periodickou rozloZit a pocitat pravdépodobnost pfechodu pro kazdou slozku zvlast'.

Diky rovnosti (i|2™*)|f) = (f|n\7|i), plati princip detailni rovnovdhy, ktery se dé slovné vyjadfit
jako

rychlost emise i — [ f] _ rychlost absorpce f — [i] (13.0.40)
hustota kvantovych stavi [f] ~ hustota kvantovych stavt [i] e

Pozndmka: Diferencidlni rovnici (13.0.19) mtZeme také zkousSet v bazi |¢,,) fesit pfimo. Oznacime-li

S (1, 10) = <¢f|é(z,z0) ¢,~>, (13.0.41)

pak dostaneme

0S8+ (1,1
0 i 0):

o = 2 (D) € S,in.10) Si(to. 10) = O (13.042)

m

coz je soustava vazanych obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu. Soustavu 1ze explicitné vyresit
napfiklad pro dvouhladinovy systém, viz piiklad ??.

13.1 Nabity harmonicky oscilator

Jednorozmérny harmonicky oscildtor s ndbojem g, popsany Hamiltonidnem

. 1
Ho = + EMQZ)“(Z, (13.1.1)

L
2mP
vlozime do homogenniho ¢asové proménného elektrického pole s intenzitou

A Y
E(t)= ——=e (7) 13.1.2
(1) = — N (13.1.2)

(A, T jsou redlné parametry).
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13.2  Vodik v elektrickém poli 13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA

1. Jak vypada Hamiltonidn interakce oscildtoru s elektrickym polem?
2. Urcete hybnost, kterd se klasicky pfenese mezi ¢asy t; — —coaty — oo.

3. Spocitejte pravdépodobnost pfechodu ze zakladniho stavu v ¢ase t; — —co do prvniho excito-
vaného stavu v ¢ase ty — oo v ramci 1. fadu nestacionarni poruchové teorie.

Reseni:
1. Zadana intenzita elektrického pole odpovida potencidlu
V(x,t) = —qE(t)x, (13.1.3)
takZe operétor Casové zavislé opravy k Hamiltonianu Hy je

Hi() = —gE(1)%. (13.1.4)

2. Pfenesend hybnost je ddna ¢asovym integrdlem elektrické sily

' [ aV(x A [ (i
P:/ F(z)dz:/ - (X’[)ldr: g e (¥) dr =¢A. (13.1.5)
4 oo 0x TV J -0
3. Pfislusné elementy S-matice jsou podle (13.0.28)
Sto =0, (13.1.6a)
i 0 & h AT 4 A
i . > X =47t (@7 +4
St =3 / (1[~¢E (%[0} "' iy = 2%,‘.{2”, )
V-0 -2 0o _—
w10 —— =Q
igA « (L)2ic dr igA —(%)?
= — e \r —=—e\2/) . (13.1.6b)
V2rhMQ J -co T 2hMQ
\E(f(QTT ’

Pravdépodobnost piechodu je tedy do prvniho ¥ddu poruchové teorie rovna

2 q2A2 Q2.2 P? 0242
- - =l 13.1.7
M < M < (13.1.7)

_|¢0) (1)
Poo1 = ‘Sm +51 ‘

Pozndmka: Uvedend porucha v prvnim fddu poruchové teorie zptisobi pifechod nanejvys na sousedni
energetickou hladinu harmonického oscildtoru.

13.2 Vodik v elektrickém poli

Atom vodiku v zakladnim stavu vloZime mezi desky kondenzatoru. V ¢ase ¢ = 0 pfivedeme na
desky kondenzatoru napéti tak, Ze intenzita elektrického pole v ¢ase t > 0 mezi deskami bude

E(t) = Ege . (13.2.1)

Za ptedpokladu, Ze elektrické pole lze bréat jako malou poruchu, spocitejte pravdépodobnost
nalezeni vodiku v prvnim excitovaném stavu.
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13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA 13.2  Vodik v elektrickém poli

Reseni

Mezi deskami kondenzatoru se vytvofi homogenni elektrické pole. V analogii s pfedchozim
ptikladem je tedy Hamiltonan ¢asové zavislé poruchy

Hi(r) = —eE(1)2, (13.2.2)

pficemz vzhledem k tomu, Ze neporuseny atom vodiku je ve stavu 1s (n = 1,1 = 0, m = 0) se sféricky
symetrickou vlnovou funkci

-

Ya00(r, 0¢) = e “, (13.2.3)

3
ﬂao

1ze soufadnou soustavu zvolit libovolné. Zvolme ji tak, Ze osa z bude mifit ve sméru homogenniho
pole.

Prvni excitovany stav atomu vodiku je bud’ stav 2s (n = 2,1 = 0, m = 0), jehoZ vlnova funkce ma
tvar

Ya00(r, 0, ¢) = (1 - ZL) e %0, (13.2.4)
2 27Ta8 @0
nebo 2p (n = 2,1 =1, m) s vlnovou funkci
Yaim(r, 0, 8) = R (NY,, (6, 9), (13.2.52)
R (r) = e, (13.2.5b)
3 do
2,/6ag
(1) 3 . Fip
Y, (0,¢) = + o sinfe™?, (13.2.5¢)
(1) 3
Y (0,¢) = =+/—cosb, (13.2.5d)
0 2 n
kde Ry1(r) je radialni ¢ast a Y,Sll) (0, ¢) tthlova ¢éast dana kulovou funkci. Konstanta ag je Bohrtiv polomér:
h? e?
ap = ’y_M’ Y= 47‘[60 . (1326)
Elementy S-matice jsou podle (13.0.28)
Sy 100() =0, (13.2.7a)
i [ R :
Simaoo(0) =~ /0 (2.1, m|[~gE()2]1,0.0) €™ diy, (13.2.7b)
de (0) (0)
E,”) —E 1 e (1 1 3e?
2 1
_ - —Z 41 = . 13.2.
w2 h 4drey 2hay ( 4 " ) 4mey 8hag (13.2.8)

Maticové elementy v S21,,,,100 jsou

o0 T 2 .
(2,0,0[2/1,0,0) = L/ 2 dr/ sinede/ do (1 - L) e %5 rcosf =
2\/§na8 0 0 0 2aq

1 oo b3 2n
/ rs (1 . ) e ~a dr/ sin 6 cos 6 dé d¢ =0, (13.2.9a)
2ag 0 0

- Zﬁnag 0
| S—
=—3[cos? x] =0
T 2 .
(2,1, +1|2|1,0,0) = +—/ e % dr/ sin20c059d0/ e¥i?dg =0, (13.2.9b)
0 0
=1 [sin® x| =0
bg 5 2n 44
(2,1,0/2|1,0,0) = / e ~% dr/ sin # cos” 0 do d¢ = ap. (13.2.9¢)
7ra4\/_ 0 0 3542
N——
=(4)'a =3leos?xlg=5 7
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13.2  Vodik v elektrickém poli 13 NESTACIONARNI PORUCHOVA METODA

V rdmci 1. fddu nestacionarni poruchové teorie je tedy mozny pouze prechod do 2p stavu s projekci
orbitadlniho momentu hybnosti m = 0. Odpovidajici element S-matice vychazi z (13.2.7b)

s 44 t
(1) - _14 eEOaO *%1+ia)2] 1
$710.100() =~ 3 3v2 o © dry

s 14
et [t ]

t

_h 35\/§ iwyt—1 0
i 44 .
B (e FHienn 1) (13.2.10)
h 3542 iwyt -1
Hledana pravdépodobnost pfechodu je pak
2 215 (eEgagr\*1-2e 7 coswpit + e 7
P100—210(1) = |S210,100(1)|" = S0 ( o ) 5 = . (13.2.11)
3 h w3 +1

V limité velmi dlouhych ¢asti r > 7 vychdzi pravdépodobnost pifechodu jako

215 eEpagp . TZ
—210(f) = —= . 13.2.12
Proo-210(1) 755 ( " ) P ( )
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14 FOTOEFEKT

14 Fotoefekt

14.1 Fotoelektricky jev — plné feSeni

Atom vodiku popsany Hamiltonidnem

n 1 .

je vystaven elektromagnetickému vInéni s vektorovym potencidlem

A(F, 1) =2Ap€cos (k - T — wr)

(14.1.1)

(14.1.2)

(jednotkovy vektor € uréuje polarizaci vln, k = nw/c je vlnovy vektor urcujici smér postupu vlny) a

skaldrnim potencidlem
®(t, 1) =0.

1. Naleznéte interakéni Hamiltonian.

(14.1.3)

2. Naleznéte hustotu pravdépodobnosti vztaZzenou na jednotku ¢asu (rychlost pfechodu) jevu,
kdy kdy atom vodiku nachézejici se v zakladnim stavu emituje elektron do oblasti prostoro-

vého thlu (Q, Q + dQ) (fotoelektricky jev).

3. Urcete diferencidlni ii¢inny prifez vyse uvedeného jevu.

Reseni:

1. Interakéni Hamiltonidn

Hamiltonidn atomu vodiku, popisujici interakci jeho elektronu s elektromagnetickym polem, je

- 1 /. _\2 .
Hueoem) = m (pz —eA(r, r)) +e®(F) - %

Ve specidlni (Coulombické) kalibraci
V-A=0, ®=0.

lze Hamiltonidn (14.1.4) pfepsat do tvaru

2

~ N e ~ ~ e ~ ~
Huorm) (1) = Ho — P At 1) -p+ . At 1) - A(F, 1) ~

~ e A A
~Ho—-— A1) -p,
m

(14.1.4)

(14.1.5)

(14.1.6)

kde se (jako obvykle) zanedbal ¢len tameérny |A(f‘)|2. Interakéni ¢ast Hamiltonianu Hy(r) =

e
m

H[(Z) _ _()'AO Iei(K-l"’—mr) +e—i(K-f—zu1)
m

Nés bude zajimat excitace, staci tedy brat pouze ¢ast

2. Rychlost prechodu

VInové funkce zékladniho stavu atomu vodiku je*?

Yi(r) = Rio(r)Yoo (0, ¢) = e @,

3
ﬂClO

42Jedn4 se o radialni i thlovou &st vinové funkee, viz (11.2.14) a s ni souvisejici poznamka.

14.1

£ A(F,1) - p po dosazeni vektorového potencidlu (14.1.2) ma tvar

€P.

(14.1.7)

(14.1.8)

(14.1.9)

(14.1.10)



14.1 Fotoelektricky jev — pIné feSeni 14 FOTOEFEKT

kde ag je Bohrtv polomér. Vlnova funkce kone¢ného stavu volného elektronu je ovlivnéna
Coulombickym polem jadra. Toto pole je vSak rychle odstinéno latkou, kterd se v okoli jadra
vyskytuje. Lze tedy uvaZovat, Ze elektron je volny, a jeho vinové funkce funkce ma tudiz tvar
rovinné viny

Yr(r) = (rlk) = L g (14.1.11)

\(27h)3

kde k je vlnovy vektor elektronu s energii E.,

h?k?
Eo=—. (14.1.12)
2m
Vypocet piechodu mezi spojitou a diskrétni ¢asti spektra se zjednodusi tim, Ze budeme povazovat
elektron nikoliv za zcela volny, ale za uzavieny v krabici (nekone¢né hluboké potencidlové jame)
o objemu V. Pfedpoklada se, Ze krabice je tak velkd, Ze neovlivni p¥ili$ spektrum atomu vodiku

(pfesnéji staci, aby neovlivnila zdkladni stav, se kterym pocitdme). Nakonec se provede limita
V — oco.

VInova funkce elektronu v krabici zni

Yo(r) = % ek, (14.1.13)

kde k je dtisledkem kone¢nych rozméri krabice kvantovana veli¢ina,

H2k? 2
En= 2% k="Ln, L=, n=(n1,n,n3) . (14.1.14)
2m L

Pokud je vsak objem V dostate¢né velky, 1ze s k nadéle pocitat jako se spojitou veli¢inou.

Pfi vypoctu hustoty hladin volného elektronu se vyjde ze vztahti (2.0.1) a (2.0.2). Objem energe-
tické nadplochy fazového prostoru klasicky se pohybujiciho volného elektronu v krabici je podle

nich
3 T o) 3
st(E)z/dxfé(E——p )dpz
\%4 2m
- L o) o
=V [ dQ 6|E——p°|p-dp. (14.1.15)
Q 0 2m

,Diferencidlni” Hustota hladin pro elektron letici do sméru daného elementem prostorového
thlu dQje

dp(E) = 1 dQps(E) _
dQ — (@zmd dQ

= i ) 5(E_%”)”d”=

Vv 2m ~
= §(p—V2mE) p*dp =
(27h)3 2v2mE Jo ( )
\% 2m

- OmE-=
(27h)3 2N2mE

Vv —

nebo v zavislosti na veli¢iné k
dp(k) %4
= hkm.
dQ = @np "

(14.1.17)

Kvypoctu pravdépodobnosti, resp. rychlosti pfechodu se vyuZije Fermiho zlaté pravidlo (13.0.39).
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14 FOTOEFEKT 14.1 Fotoelektricky jev — pIné feSeni

V ném se objevuje maticovy element

(-
e / W) T e pun(r)dr =

-~ 1heA0 / i(k—k)r Ve “0 d’)’r—

\/77

N

h

hf,j

B lﬁe‘AO / _e ”0 d3r_
mao,hm
ihe A
-0 (), (14.1.18)

mag 4 lﬂagV

kdegq =k - k.

Integral 1(q) se vypocita nasledujici itvahou. Vysledkem integrace musi byt vektor. Jediny vektor,
na kterém integrand integralu zavisi, je 4. To znamena, Ze integral musi byt moZné vyjadfit jako

1(q) = qi(q), (14.1.19)

kde I(q) je jiz skalarni funkce. Pocitejme tedy pocitat vyraz

i1(q) = f R LTI
r

_ |Stérické souradnice (7,6, ¢)|
~ |osa z paralelni s vektorem ¢|

2

(o] - Vs .
:/ re “ dr/ el97 %50 41 cos 6 sin 6 d6 do =
0 0 0

= \u =cosf du= —sin0d9| =

« r b Per partes
= 27rq/ re “ dr/ e ydu =
0 -1

e - 1 ) 1 1 1 )
= 27rq/ re “dr [— el u] - — e dup =
0 1qr -1 1qr J-
. “ - 1 igr —igr i igr —igr
= 2nqi re < dr —(eq +e ‘1)+—2(e‘1 —e ‘7) =
0 qr (gr)
= —27ri/ r {e'("]o 14) +er(“10iq)}dr—
0
2 [ o))

q Jo
2
= 2risy — 2 . (14.1.20)
q
Plati
o 1
/ e dr = = (14.1.21a)
0 a
0o o 1 oo o 1
re ar dr [ e ar dl’ — _2 (14121b)
0 @ Jo @

14.3



14.1 Fotoelektricky jev — pIné feSeni 14 FOTOEFEKT

(pro a > 0), takze

o 1 1 5, (1-igap)® + (1 +igag)* _
1= 7t ! 2 = 4o 2 =
1 . .
(a—0 + 1q) (a_a - 1q) (1 + qzao)
1 - g%a?
—22— 15 (14.1.22)
(1 + q%z%)
1 1 1-1igag -1 —1igag
=g — -7 = 1+ a2a2 =
@ +1q aw 1q +q ag
2iga?
_ 1% (14.1.23)
1+q2%a2
a po dosazeni
o | 1-ajd? 1
¢*1(q) = —4ﬂ1a% 0 7T 1o e =
(1 + qza%) 0
1-a?¢? -1-d%g?
= —4zig2— 01 - o7 _
(1 + an%)
8imatq?
_ 0
= ﬁ (14.1.24)
(1 +q ao)
Hledany integral mé tedy tvar
8irat
I(q) = g (14.1.25)
(1 + qzaé)
Maticovy element je
iheA 8irat
hpi = — " e (k-k)
mag magv (1 + qza%)
iheA 8irat
_ __ihedo 0 .k, (14.1.26)

2
mag- /ﬂagV (1 + qza%)

nebot’ € - k = 0, coz plyne z vlastnosti Coulombické kalibrace.

Nyni jiZ médme v rukou vse, co potfebujeme k pouZiti Fermiho zlatého pravidla (13.0.39). Po
dosazeni do néj vychdzi

dwiny _2my, pde_
aQ ~ n "™l aq ”

2r | iheA 8inay

\%
5 €- k 773 hkm
maowlﬂagv (1 + qu%) (2xh)

2 (e k) ka’

_ 16 (eAo)” (e &) ke (14.1.27)
nh  m 5 2\4
(1 +q ao)

3. Ucinny priifez
Ucinny pruatez procesu je definovan jako pocet procestii — f zajednotku ¢asu délenou celkovym
tokem ¢&astic. V nasem piipadé je to absorbovand energie za jednotku ¢asu délena tokem energie
dopadajiciho elektromagnetického zafeni.

144



14 FOTOEFEKT 14.1 Fotoelektricky jev — pIné feSeni

Absorbovana energie za jednotku ¢asu je ddna souc¢inem rychlosti pfechodu (14.1.27) a energie,
kterd se absorbuje a kterd je rovna hw:

Uiy = how dwioy (14.1.28)
dQ
Tok energie @ je soucin rychlosti pfenosu energie ¢ a sttedni hustoty energie
(w) = % (<E2> +2 <B2)) , (14.1.29)
kde vektory elektrické intenzity a magnetické indukce jsou
E = —% = —2Apwesin (k- r — wt) , (14.1.30a)
B=VXxA=-2Apexksin (k-r — wt) , (14.1.30b)
takze
(E*) = 4|Ao* ? (sin? (k- 7 — wi)) = 2|Ag|* &?, (14.1.31a)
(B*) =2|Ao* ¥* = 2]Ao)* *. (14.1.31b)
To dava
(w) =26 [Ag|* ?, (14.1.32a)
@ = ¢ (w) =2ce |Ag|* w? (14.1.32b)
a hledany u¢inny priifez je po dosazeni
doiny _ Uiy ho  dwiny 32y (€-k)’kay _32anh (€ k) kag (14133)
de ® 2cqu?|Aff dQ mew (1+ q2a§)4 " (1 ang)‘y

kde @ = y/(hc) je konstanta jemné struktury.

Zaved'me jesté specidlni soufadnou soustavu tak, aby vektor polarizace € mifil do sméru osy x a
vlnovy vektor dopadajici viny « do sméru osy z. Ve sférickych soufadnicich pak bude

€-k =ksinfcos ¢, (14.1.34a)

2
P =k -2k k+ 2=k —2uE cosa+(3) . (14.1.34b)
C C

P1i vypoctu se potichu pfedpokladalo, Ze Coulombické pole neovlivni pohyb vyrazeného elektronu
a ten se tudiz pohybuje jako volny. To vsak plati pouze v pfipadé, ze k > |Ey|, kde Ej je energie
zékladniho stavu atomu. Tuto aproximaci lze rozvést jesté dél. Energie, kterou ziska vylétavajici
elektron, je diky tomuto pfibliZeni rovna pfiblizné energii dopadajicich fotond:

k= Y2mEe _ [J2me (14.1.35)
h h
JelikoZ k = w/c, plati
K K hk p v
K_pXk_tk _p _ Vv 14.1.
k k2 2mc 2mc 2c’ ( 36)
a
7 ~ k2 (1 ~Ycos 9) , (14.1.37)
C

kde v je rychlost vylétnuvsiho elektronu. Tento vyraz navic pomftiZe zjednodusit jmenovatel diferenci-
dlniho tc¢inného priifezu (14.1.33)

1+qza(2)z1+k2a%J (1—Kcos«9) ~
¢

~ K%d? (1 - Ecos 9) . (14.1.38)
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14.2  Fotoelektricky jev v dipolové aproximaci

PR

Diferencidlni Géinny prifez pak bude v této aproximaci

doi_y _ 32ah sinzecosqu
dQ mw (kao)5 (1 - :— cos 9)4.

(14.1.39)

Tato funkce nabyva maxima pro ¢ = 0, tj. v roviné polarizace dopadajici elektromagnetické viny, a pro
6 dané rovnici

d sin’ 6 B
df (1-Lcosd)

: v S v 3
ZSchosH(l——cosH) —4-sin 951n9(1——c059) =0
c c c

2058 —2Y cos26 - Lsin20 =0 (14.1.40)
C C
§.
1 1+8(2)° e
-_ ¥ @ ¢’ L ~dV
cosf = 57 zv[ 1+1+4(C) } Yy (14.1.41)
C

Prvni feSeni nevyhovuje, nebot’ cosinus by musel byt vétsi nez 1, coz pro redlné thly 6 nelze splnit.
Maximdlni pravdépodobnost emise pfi fotoefektu tedy vychazi do sméru

T Vv
0=2-2-, ¢=0 | 1.
52 ¢ (14.1.42)

Pozndmka: Integral (14.1.18) lze vypocitat také tak, Ze se operator V posouvé vlevo. Posunuti skrz ¢len
el 1ze provést pfimo diky Coulombické kalibraci (smér $ifeni elektromagnetické viny je kolmy na
polarizaci). Posunuti skrz ¢len e ¥ 7 se provede pomoci integrace per partes: povrchovy piispévek je 0
a gradient po zaptisobeni na tento ¢len da pouze faktor —ik, ktery je mozné vytknout pred integral.
Nakonec tedy staci integrovat pouze

f)A _r
i = _ hedo / w5 dr. (14.1.43)

mcaoq /mz

coZ je vlastné Fourierova transformace vlnové funkce zdkladntho stavu atomu vodiku.

14.2 Fotoelektricky jev v dip6lové aproximaci

UvaZuijte stejny systém jako v pfedchozim ptikladu 14.1
1. Naleznéte interak¢éni Hamiltonidn v dipolové (E1) aproximaci.

2. V této aproximaci spocitejte diferencialni rychlost pfechodu a t¢inny prifez.

14 FOTOEFEKT

3. Urcete, pro jakou energii vylétavajictho elektronu je rychost pfechodu (diferencidlni a¢inny

prafez) nejveétsi.

4. Srovnejte obecné feSeni z pfedchozi tlohy a feSeni v dip6lové aproximaci.

Reseni
1. Interakéni Hamiltonidn v dipélové aproximaci

Budeme aproximovat interakéni Hamiltonidnu (14.1.7)

er
mc

]([) i(K-f—u)t) +e—i(K'f—(07) €- rj (1421)

Je-li vinova délka viny mnohem vétsi nez rozméry atomu, z rozvoje exponencidly

e T ] +ik-F+- (14.2.2)
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14 FOTOEFEKT 14.2 Fotoelektricky jev v dipolové aproximaci

vezmeme jen prvni ¢len.

V 1. fadu nestaciondrni poruchové teorie se pocitaji amplitudy pfechodu < f ‘I:II(t)‘i >, kde |i) je
pocatecni stav a | f) koncovy stav, pficemz oba jsou vlastni stavy neporuseného Hamiltonianu
Ho. Plati tedy

(F[Pn]i) = =22 e (sl (e +eer) =

€A0 nm [. . _
= —76 . f|F§, [ ,H():Hl> 2coswt =
}0> N E;O)
= ZieAOT € (f|f|i) cos wt =
= (f|2ieAgwyi coswt € - i) . (14.2.3)
Pro poruchu harmonicky zdvisejici na ¢ase s tthlovou frekvenci w a pro dostate¢né dlouhé casy
plati podle (13.0.38)
w = Wy, (14.2.4)
takze .
Hi(7) = 2ieAgw € - F cos wt, (14.2.5)

coZ se jesté prepise pomoci intenzity elektrického pole
0A . .
E(1r) = ~ar =2Apwesin (k - r — wt) ~ —2Ey€ sin wt (14.2.6)

a vhodnou volbou faze do tvaru

P = —E(n -4} (14.2.7)

kded = —efje dipSlovy operator. Takto zapsany interaéni Hamiltonidn pro harmonickou poruchu
vyjadiuje interakci dipdlu atomu vodiku s proménnym elektrickym polem. To objastiuje, pro¢ se
aproximace nazyva dip6lova.

2. Rychlost prechodu

Kroky dalstho postupu jsou identické s pfedchozim pfikladem — sméfuji k vyuziti Fermiho
zlatého pravidla (13.0.39).

Potiebny maticovy element pro operétor h = eEqe - r je

Ul -

~ by [ 47 e rundr -

1 . _r
/ 6'/e_lk'r"e a d3r =
nagV

1

e 1(k), (14.2.8)

hyi

ek

ek

1/7ragV

kde integral i(k) se vypotte stejnou dvahou jako dfive:
K 1(k) = / ek k. reTw dPr =
= 27ri/ r? {e_r(“loﬁk) +e_r(‘}0_ik)} dr+
0

+ 2—7T h r {er("lt)+ik) — er(“l(]ik)} dr =
k- Jo

2
= 2miJy + 7" . (14.2.9)

14.7



14.2  Fotoelektricky jev v dipolové aproximaci 14 FOTOEFEKT

Plati

o 2 (% 2
/ rfe " dr = —/ re " dr=—, (14.2.10)
0 a Jo [0
neboli
2 2 1—ikag)® + (1 +ikag)®
Jr = S+ 3=zag( 0)”+( - o _
1 . 1 . 2
(Z+ik) (- (1+#23)
, 1-3k%a?
= day——2=, (14.2.11a)
(l + k2aé)
1 1 5 (1 —ikag)* = (1 +ikag)?
Jo = 7+ 5 =4 5 =
(alo +1k) (a—o - 1k) (1 + kzag)
4ika8
=, (14.2.11b)
(1 + kzag)
a po dosazeni
1-3a2k? 1
k*1(k) = 8xia} . = (14.2.12)

(1 + kzaé)3 (l + kza%)2

272 272
31—3a0k —1—a0k ~

= 8nia (14.2.13)
0 3
(1 + kza%)
32i7ragk2
(1 +k ao)
Integral je tedy
32ina)
I(k)=- . (14.2.15)
(1+#23)

a hledany maticovy element

E 32ira’
hpi = ——l 0 e k. (14.2.16)

3
Jrayv (1 + k%z%)

Rychlost pfechodu je podle Fermiho zlatého pravidla

% B 2% ’hﬂ|2 j_g _ (14.2.17)

2
_2n| eEy 32imag e k| Pkm__ (14.2.18)

h ralVv (1 + /’czaé)3 (2>
) 256ma}(eAow)? (€ k)* ka} (14.2.19)
o 1eea)

_ 1024yemal (Agw)? (€ - k)? ka (14.2.20)

i’ (1+42a3)
(14.2.21)

a z ni vychdzi diferencidlni ti¢inny prufez jako

doj; _512ymajw (€ k7 kay 512emajw (€- k)’ kay (14.2.22)

e eg) T (1eea)]
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14 FOTOEFEKT 14.2 Fotoelektricky jev v dipolové aproximaci

3. Extrémy rychlosti pfechodu

Je vidét, ze dw,_, ;/dQ ~ (€ - k)?, coz znamenad, Ze elektrony jsou s nejvétsi pravdépodobnosti
emitovany ve sméru polarizace dopadajici elektromagnetické viny. Velikost vlnového vektoru,
pro ktery je rychlost emise elektronu nejvyssi, se spocita z rovnice

d dwl—>f _0
dk\ dQ |~

6 5
3k (1+ K2a3) = 6 (1+K%a3) 2ka3k® =0
32 1+ K%aF) — 1243k = 0
3-9k%a} =0, (14.2.23)

kterd nakonec dava
11 meca

=—=—= : (14.2.24)
V3ao 23
Energie je pro tuto hodnotu vinového vektoru rovna
Em = 1 ncta?, (14.2.25)
6h?
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15 Rozptyl

Sférické Besselovy funkce

Sférické Besselovy funkce jsou dvé lindrné nezavisld feseni diferencidlni rovnice 2. fadu (nékdy
nazyvané Helmholtzova rovnice)

i@ gl (15.0.1)

d_z2+2dz+ z2 n(z)

[dz 2d (1_1(1+1))

* ji(z) se nazyva sférickd Besselova funkce nebo sférickd Besselova funkce 1. druhu.
* n(z) se nazyva sférickd Neumannova funkce nebo sférickd Besselova funkce 2. druhu.
* Definuji se také sférické Hankelovy funkce 1. a 2. druhu vztahy

hY(2) = ji(2) +im(2), (15.0.2a)
h?(2) = ji1(2) — in(2). (15.0.2b)

[ je parametr (pfevazné celociselny nezaporny, coz budeme pfedpokladat v dalsich vyrazech, ale
obecné muiZe byt redlny).

Pozndmka: Sférické Besselovy funkce maji vztah k Besselovym (cylindrickym) funkcim

Ji(z) = \/;ZJ”% (2), (15.0.3a)
ni(z) = \/ZZZNH%(Z). (15.0.3b)
Symetrie
Ji@) = (=D ji(-2), (15.0.4a)
m(z) = (=" ny(~2), (15.0.4b)
h? (2) = (-1 BV (). (15.0.4¢)

Vztah Besselovych a Neumannovych funkci

() = (-1) n_1_1(2) (15.0.5a)
n(z) = (D™ ja(2). (15.0.5b)
Vyjadfeni pomoci fady
0 1 Zz n
Jjiz) =z ,,Z::‘) Y CTEG PRI ( 5 ) (15.0.6a)
1 (S @-2n-D1( 2\" 1(2\ L 1 2\"
m(z) = -7 {Z;) — (—3) o (5) +(-1) le Y G T T (—3) (15.0.6b)
n= n=[+
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15 ROZPTYL

Vyjadfeni pomoci goniometrickych funkci

1 d l .
ji(2) = (=2 (——) e
zdz b4
1d)
ni(z) = —(=2)! (——) =k
zdz z
Asymptotika z — 0
( ) z—0 Zl
Ji 20+ 1!
1
=0 | =7 pokud / =0
i T

Za pfedpokladu !/ > 0 diverguji sférické Neumannovy funkce pro z — 0.

Asymptotika z — oo

S SIN(z—-1Z

Ji(z) = ( 2)
Z

S COS(z—-1Z

RSN Tt

Relace ortogonality

/O 1(kr) (K P)r2dr = z%é(k — k)

Rozklad exponencialy

e =ax 3 3 i, (£ (7) -

=0 m=-1

= > i@l +1)ji(kr)Pi(cos ),
=0

(15.0.7a)

(15.0.7b)

(15.0.8)

(15.0.9)

(15.0.10)

(15.0.11)

kde P; jsou Legenedreovy polynomy a soufadnd soustava je orientovana tak, Ze osa z je rovnobéZna

s vektorem r,
k-r=krcos®.

evv,

. sin z
Jo(z) = —
z
. sinz cosz
i) =2 - =2
Z z
. 3 1) . 3
J2(2) = — — T |sinz— —cosz
Z z b4

CoSs Z
no(z) = -
cosz sing
m(e) = -5 - B
Z Z
3 1 3 .
n(z) =—|Z - -|cosz— —sinz
5z Z

15.2
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(15.0.13a)

(15.0.13b)
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15 ROZPTYL 15.1 Rozvoj amplitudy rozptylu do parcidlnich vin

Stacionarni stavy volné ¢astice s ostrou hodnotou impulsmomentu

VInova funkce volné ¢astice s velikosti vinového vektoru k se vyjadii ve sférickych soufadnicich
pomoci radidIni vinové funkce a kulovych funkci

‘ﬁklm(”v 0’ ¢) = <r|k l m> = Rklm(r)Ylm(ev ¢)7 (15014)

coz je feSeni Schrodingerovy rovnice

hZ
—mA#’/klm(r,@, ¢) = EYram(r, 0, ), (15.0.15)

kde Laplacetiv operator ve sférickych soufadnicich je

10,0 1 38 ? 1 &
SiNf—— + ——————
2 6r or r251n0 06 90 r2sin? g 0¢?
9 248 L?
- (15.0.16)

pticem? E = h?k?/2M. Po dosazeni L2 iim(r, 0, ¢) = FAL(L+ 1D)Yiim(r, 6, ¢)

9 29 , L(I+1))]
—ar2+;5+(" TR )RW)‘O
lz=kr
9 29 I(1+1))]
— +Z—+(1- R =0, 15.0.17
e (B | L E) (15017)

coZ je pfesné Helmholtzova rovnice pro sférické Besselovy funkce (15.0.1). Obecné feSeni pro radidlni
cast tedy zni

Ry (r) = al(k)jl(k}’) + bi(k)ny(kr). (15018)
Sféricka Neumannova funkce podle asymptotiky (15.0.8) diverguje pro r = 0, ve vysledném feSeni

se tudiZ nebude vyskytovat. UZitim relaci ortogonality (15.0.10) dostdvame normovanou radialni
¢ast vinové funkce volné ¢astice

Ry (r) = \/g kji(kr)|. (15.0.19)

15.1 Rozvoj amplitudy rozptylu do parcidlnich vin

Asymptotickd vinova funkce castice rozptylujici se na potencialu V(r) je dana superpozici
rovinné viny s vlnovym vektorem k a rozptylené kulové viny*

1 , 1kr
v (r) = < ]¢(+)> = —— |e* Tk ) S ] , (15.1.1)
(2m)2
pfi¢emz k = k" a k’ = kr/r. Amplituda rozptylu je
PR = =2 2 (V)
4772M M - /

~ — ’ - i(k-k")r 3
~ <k V|k> ek V(rdr|, (15.1.2)

43 Lippmann-Schwingerova rovnice v x reprezentaci.
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15.1 Rozvoj amplitudy rozptylu do parcidlnich vin 15 ROZPTYL

kde posledni ¥adek je tzv. Bornova aproximace (1. &len Bornovy fady).**

rozptylu je kvadrét absolutni hodnoty amplitudy rozptylu,

Diferencialni Géinny priiez

do _ , 2
0 |f(k" k)| (15.1.3)
Pro sféricky symetricky potencial se amplituda rozptylu rozklada do parcidlnich vin
(K k) = Z(Zl +1) fi(k)Pi(cos ) (15.1.4)
1=0

kde cos i je tthel mezi smérem dopadajici rovinné viny danym vektorem k a polohovym vektorem r

cosy = T (15.1.5)
kr

P; je Legendretiv polynom a f;(k) je amplituda rozptylu [-té parcidlni viny. Dosazenim tohoto rozvoje
do (15.1.1) a vyuzitim asymptotiky a srovnani s volnou &astici vyjde vztah mezi f;(k) a fdzovym
posunutim &;(k),

1 .
filk) = 7 sin 6y (k) eld (k)
(15.1.6)

S1(k) = %m [2ik f; (k) + 1] '

Amplituda rozptylu /-té parcidlni viny se ziskd po pfeintegrovani plné amplitudy rozptylu (15.1.4) s
[-tym Legendreovym polynomem

1 o0 1
/ f(k’,k)P;(cosy)dcosy = Z(Zm +1)fm(k)/ P;(cos )P, (cosy) d cosy
-1 = -1

N 2
= > @m+1) fu(k) St = 21 (K), (15.17)
— 2m+1
kde se vyuZilo relaci ortogonality Legendreovych polynom
1
2
P,y (x)P = 5. 1.
[ atipiir = 2o (15.18)
Parcidlni amplituda rozptylu se tedy vypocitd jako
1 T
fi(k) = > / f(k', k)P;(cosy) siny dy |. (15.1.9)
0

V prvni Bornové aproximaci se pfedpoklada, Ze je amplituda rozptylu mala. Logaritmus v (15.1.6)
lze tudiz aproximovat pomoci prvniho ¢lenu Taylorova rozvoje In(1 + x) = x, platny pro x < 1, coz
vede na jednoduchy vztah pro fazové posunuti

]5,(k) =k fi(k) \ (15.1.10)

Preintegrovani vztahu pro diferencidlni a¢iny prafez (15.1.3) d4 vztah mezi Géinnym prifezem
pro [-tou parcidlni vlnu a jejim fdzovym posunutim

o(k) = %(21 +1)sin? §;(k) |. (15.1.11)
Celkovy acinny priifez je pak
(k)= ai(k). (15.1.12)
=0

Fazové posunuti je kladné pro pfitazlivé sily (zdporny potencidl) a zdporné pro odpudivé sily.*

4“jedn4 se vlastné o Fourierovu transformaci rozptylového potenciélu.
pty P
#grovnejte s jednoduchymi 1D rozptylovymi piiklady 7.1 a 7.2.
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15 ROZPTYL 15.2  Gaussovsky potencidl

15.2 Gaussovsky potencidl

Interakce je uréena sféricky symetrickym potencidlem
V(r)=ve H, (15.2.1)
kde v a u jsou redlné konstanty, u > 0.

1. Urcete v Bornové aproximaci amplitudu rozptylu a diferencidlni ti¢inny prifez rozptylu na
tomto potencidlu.

2. Urcete fazové posunuti pro s vinu.

3. Urcete fazové posunuti pro p vinu.

Reseni
Pfedné oznacime ¢ = k —k’ a tthel mezi vektory k a k’ jako y. Pak (diky rovnosti velikosti vinovych

vektort k = k')

G =k> -2k - k' +k'? =2k? (1 — cos ¢) = 4k sin? ‘J’, (15.2.2)

a tedy
q =2k sin % (15.2.3)

1. Amplituda rozptylu se spocitd pfimocafe pomoci vzorce (15.1.2):

Moy A , sférické soufadnice,
f(K' k) = ~51 / e” e M d3r = | osa z paralelni s ¢
o q-r=qrcosf

2
- / / / glarcos 0 o=ur? .2 i 0 4r 4o do =
" onh? 0
N MV / e —pur? dr / el dy
2 Jo -1

ol
My [ _ oo e My o 2
=-— rreHr | 2 dr = —-——— 5 (e HITHGr _ o mHr 1"r)rdr
s Jo igr |_4 igh? Jo

u =cosf
du = -singdo

) 42 o0 ig 2 iq 2 r=r—a
:__M_Lze*i?/ [e ulr- 2;’:) —e “(’*2;1) ]rdrz y=r+a
lqh 0 0= iq
=3
Mv _A[ [ - )
= e h [ / (x +a)e " dx — / (y—a)e ™ dy]. (15.2.4)
igh -a a

1

0 2 0 2 0 2 0 2
]:/ xe H¥ +a/ e M d.x+/ xe H** dx+a/ e M dx
—a —-a 0 0
0 2 0 2 a 2 a 2
—/ xe MX dx+a/ e KX dx+/ xe KX dx—a/ e M dx
0 0 0 0
00 5 a ) 0 ) a )
:Za/ e KX dx+/ xe MX dx+a/ e HX dx—a/ e M dx
0 —-a —-a 0

0 (licha funkce) 0 (suda funkce)
Y / e dy=a |k, (15.2.5)
0 H

15.5
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15.3 Wronskidn sférické Besselovy rovnice 15 ROZPTYL

takZe amplituda rozptylu vychazi

M 2
F(K k) = —Zﬂgz\/ge e (15.2.6)

a z ni diferencialni G¢inny prifez dle (15.1.3)

do  n(Mv)?2 _&
E = W e 2, (1527)

2. Amplituda rozptylu s-viny (I = 0) se vypocte pomoci vzorce (15.1.9):

4k2 sin ﬂ

fo(k )__4Hh \/7/ 4“ Po(cosd/) dcosy

dut2\ p J

o My s 2/.1 _12\'12’(1_)()]

T 4ur2\ | k2 .
M _©2 M _$2 k2

= 2V T e =2 [T et ginh o (15.2.8)
2R2k2\ u 22\ p 2u

Fazové posunuti je pak na zakladé p¥iblizného vzorce (15.1.10) rovno

My [x _& k?
R——— e ™ — 2.
6o(k) 2\ e 2« sinh 2 (15.2.9)

3. Aplituda rozptylu a fdzové posunuti p-viny se uréi analogicky jako v pfedchozim bodé:

1 2
filk) = —M—VZ\/E‘/ e % (1) P1(x) dx = |Per partes|
duhs N p J-q —_——

1 2
= My \/7 Zglxe 2;1(1 X):| _ 2_/; / eilz\iy(lix) d)(
4;1h k g k2 )

My [m _@ kK2 2u . k?
=t /; e [cosh R sinh | (15.2.10)
My [n _@2 2 2u k2
6](/() = —ﬂ ; e 2 |cosh 2— - p h Z] (15211)

Fazova posunuti pro s a p vinu jsou zndzornéna na obrazku 24.

15.3 Wronskidn sférické Besselovy rovnice

Naleznéte, ¢emu se rovna Wronskian*® sférickych Besselovych funkci, tj. determinant

Wi(z) = det (558 28) = i) - (Do), (153.1)

46Nenulovost Wronskidnu zarucuje linearni nezéavislost zti¢astnénych funkci.
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15 ROZPTYL 15.3 Wronskidn sférické Besselovy rovnice

Reseni:

Rovnice pro sférické Besselovy funkce (15.0.1) se vyndsobi zleva sférickou Neumannovou funkci a
naopak. Poté se vysledné rovnice od sebe odectou:

d2 d
n(z) [d_zz + %d_z + (1 + l(lz_-gl)) Jji(z) =0 (15.3.2a)
2 1
Ji(2) [;—22 + %diz + (1 + l(l; )) ni(z) =0 (15.3.2b)
7 (@ni(z) = ji(z)n) (2) +2z2(j; (2)ni(z) = ji(z)n)(2)) =0 (15.3.3a)
W/ (z) + %W;(z) =0 (15.3.3b)

Posledni rovnice je diferencidlni rovnici pro W(z), jejiz feSeni se hleda ve tvaru
Wi(z) = cz®. (15.3.4)

Po dosazeni vychdazi pro hledané feSeni @ = —2. Pro urceni konstanty ¢ sta¢i vy¢islit hodnota Wron-
skianu pro jedno konkrétni z. Lze vyuZit napfiklad asymptotiky z — 0 (15.0.8). Z ni pro [ # 0 vychdzi

i B B i
Wiz~ 0) = —2 d(_(zz 1)”)+(le+11)”(%( z )

21+ 1)!'dz 741 z 20+ 1)1
o a+p-n , @-n I7!-1
QI+ Z+2 Z+1 2U+ D!

1+l 1 11

=TT + EL Tl (15.3.5a)
aprol=0
d (1 1d 1
WO(ZNO)—ld—Z (—Z)-I-Zd—zl— Z_Z (1535b)
Wronskidn sférickych Besselovych funkci tedy je
. / y 1
Wi(z) = ji(2)ny(2) = ji(Dmi(z) = At (15.3.6)
0 3 6
0.0 +——— : ! : : 'k
\\\\ —
o
-0.34
5,(K)
-0.6-

Obréazek 24: Fazova posunuti s a p parcidlni viny pro rozptyl na Gaussovském potencidlu v 1. Bornové
aproximaci. Hodnoty parametriijsou M =h=v=p=1.
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15.4 Sférickd dutina obalend §-slupkou 15 ROZPTYL

15.4 Sféricka dutina obalena d-slupkou

v
z

astice se rozptyluje na potencidlu
V() = ga(r —a) (15.4.1)
(dutina obalena nekone¢né tenkou slupkou z é-funkce).

¢ Naleznéte radidlni ¢ast vinové funkce Ry (7).
¢ Urcete fadzové posunuti /-té parcidlni viny 6;(k).

¢ Urcete totalni G¢inny prafez [-té parcidlni viny oy (k).

Reseni:

Az na oblast ¢-slupky se jedna o pohyb volné ¢astice. Radidlni ¢ést jeji vinové funkce bude mit
obecny tvar dany linedrni kombinaci sférické Besselovy a Neumannovy funkce (15.0.18). Uvniti koule
pak musi byt

Rkl(l’ < Cl) = Al(k)j[(kr) (1542)

(odtivodnéni stejné jako v piipadé volné &astice, vinova funkce nesmi divergovat v poc¢atku).
Reseni vné koule se zapise jako

Rii(r) = Bi(k) [ai (k) ji(kr) + Br(k)ni (kr)] (15.4.3)

coZ v asymptotice r — oo (15.0.9) davd

sin (kr —15) cos (kr —1%)
Ry (r — 00) — By(k) |ay(k) ———— = Bi(k) ———— (15.4.4)
kr kr
Asymptotika zcela volné ¢astice, jejiz feSenti je (15.0.18), zni
sin (kr — 15
Ry (r = o) — snlkr=13) (15.4.5)

kr

Potencidl §-slupky tedy zptisobi fazové posunuti oproti pfipadu volné ¢astice. To je ddno veli¢inou
01(k):

sin (kr —1Z +6;(k
Rii(r = o0) — ( 2 i )) =

kr
sin (kr —=1%) . cos (kr —1%)
=cos0;(k) ———— +sin§;(k) ———= (15.4.6)
kr kr
Srovnanim s pfedchozim vyjadfenim (15.4.5) vychézi pro fazové posunuti
a;(k) = cosd;(k) (15.4.7a)
Bi(k) = —sind;(k) (15.4.7b)
a vlnovou funkci Ize zapsat ve tvaru
A .
Rig(r) = {21 Rkr) _ pror=daj (15.4.8)
B (k) [cos 8;(k)ji(kr) —sind;(k)n;(kr)] pror >a

Fazové posunuti se dopocita pomoci sesivacich podminek na §-slupce. Stejné jako v p¥ipade
jednorozmérného potencidlu i zde musi platit dvé podminky:

1. VInova funkce je spojita,

A (k) ji(ka) = By (k) [cos 6;(k) ji(ka) — sin &;(k)n; (ka)] . (15.4.9)
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15 ROZPTYL 15.4 Sférickd dutina obalend §-slupkou

2. V derivaci je skok dany silou ¢-funkce (7.1.6)

2Mvy
h2a

R, (a+0)- Ry, (a-0)= Ry (a), (15.4.10)
coz v nasem pifpadé dava (pozor, R}, = %RH, tj. derivuje se jen podle r)

kB (k) [cos 6;(k)j] (ka) — sin6;(k)n)(ka)| — kA, (k)] (ka) = %Al(k)jl(ka), (15.4.11)

kde se pro zjednoduseni zapisu zavedlo Q = 2mv/h?.

Dosazeni z (15.4.9) do (15.4.11) vede na (argumenty funkci jiz nejsou explicitné vypsany)
JiJ] €os 6; — jinysind; — jij; cos &; + jjngsiné; = %jl (j1 cos 6, — nysindy)
= (jin; — jjm) siné; = %jl (ji cos 6; — nysind;) . (15.4.12)
Na levé strané se objevil Wronskidn (15.3.6), za ktery se dosadi vysledek pfedchoziho ptikladu:

1
—W sindg; = kQ—aj; (j1cos 6y — ngsin dy) (15.4.13)

Explicitni vyraz pro fdzové posunuti tedy zni

A k
tg 61 (k) = — QJ; (ka) — | (15.4.14)
Qji(ka)n;(ka) — ¢,
Z podminky spojitosti (15.4.9) se da urcit koeficient priiniku
AP cosdi(k)ji(ka) — sin s, (k)ny(ka)
Py(k) = = . 15.4.15
0= 5@ i(ka) e

kam je potteba dosadit v tuto chvili jiz zndmé fazové posunuti 6; (k).
Jako posledni se ur¢i Gcinny priifez pro /-tou parcidlni vinu. K tomu se pouZije vztah (15.1.11).
Mezi goniometrickymi funkcemi plati identita

t 2

sinx= —5 (15.4.16)

1+tgox
coz v tomto ptipadé dava
tg? o, (k
sin? (k) = —E K _
1+tg o1(k)
2 4 ka

0% (ka) (15.4.17)

= Q2 jt(ka) + [Qji(ka)n;(ka) - %]2

a t¢inny prufez je tedy

0?%j}(ka)
02j4(ka) + [Qji(kaymi(ka) - ]

o1(k) = i—’;(zz +1) (15.4.18)

Hladina | 1s | 1p | 1d | 2s 1f [2p [ 1g | 2d
ka || n=3.1|45|58|27=63|7.0 778291

Tabulka 2: Vazané stavy nekonecné hluboké sféricky symetrické jamy. Je uZito spektroskopické znaceni
s(l=0), p(l=1),d(l=2), f(I=3),8(I=4).

Na obrazku 25 jsou zndzornény vysledky pro nejnizsi parcidlni viny a pro rtizné sily potencialu
dané velikosti parametru Q. Cim je Q vétsi (potencidl silnéjsi), tim jsou vyraznéjsi a ostiejsi maxima v
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15.4 Sférickd dutina obalend §-slupkou 15 ROZPTYL

o(k) o(k) o(k)

Obrazek 25: 1. ¥adek: Fazové posunuti [-té parcidlni viny 6;(k) podle (15.4.14) pro I = 0 (mod¥e), [ = 1
(fialove), I = 2 (bézové). 2. fadek: Koeficient priniku /-té parcidlni viny P;(k) podle (15.4.15). 3. fadek: Uéinn)’/
prafez [-té parcidlni viny podle (15.4.18). 4. fadek: Soucet tcinnych prifez oy (modfte), oy + o (fialove),
00 + 01 + 03 (béZove), o + 0 + 02 + 03 (zelené). Ve je zndzornéno pro riizné hodnoty Q.
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15 ROZPTYL 15.5 Rozptyl na r1—2 potencidlu

koeficientu priniku a v t¢inném pratezu. To je ukdzka rezonanci (kvazivdzanych stavii). Kdybychom
spocitali vdzané stavy nekone¢né hluboké sférické dutiny s potencidlem

V(r) = {O pror <a (15.4.19)

00 pro r>a

obdrzeli bychom vazané stavy uvedené v tabulce 2. Jejich poloha dobie koresponduje s rezonan¢nimi
maximy pfi velkych Q.
Z obrazku je také vidét, Ze pro malé hybnosti (energie) k pfispiva k rozptylu prakticky jen s-vina

15.5 Rozptyl na 5 potenciilu

Iz

UvaZujte rozptyl ¢édstice o hmotnosti M na potencidlu

V(r) = 12 (15.5.1)

r

kde parametr v mtiZe byt kladny (pro odpudivou silu) nebo zdporny (pro silu pfitazlivou).

1. ReSenim Schrodingerovy rovnice naleznéte vinovou funkci pro energii £ > 0.

2. Spocitejte fazové posunuti 6;(k) [-té parcidlni viny a nacrtnéte jeho zavislost na k (nebo na
energii E).

YoM

3. Naleznéte totalni Gcinny prifez pro [-tou parcidlni vinu oy (k). Diskutujte fyzikalni p¥i¢inu
skutecnosti, Ze pro k — 0 Gcinny prifez diverguje.

Pozndmka: A¢ potencidl (15.5.1) vypada celkem nevinng, je to skryta bestie. Problematické neni
jeho chovani{ v r — oo (potencial neni dlouhodosahovy?*’), nybrz chovéni v bodé r = 0. UZ v klasické
tyzice je chovani potencidlu divoké: pro pfitazlivy potencidl v < 0 ¢astice s energii E < 0 vZdy spadne
do sttedu, pficemz spadne do néj dokonce za kone¢ny ¢as, avsak vykona pfi tom nekone¢né mnoho
otacek okolo stfedu a dopadne s nekone¢nou rychlosti (spocitejte si to, je to poucné). Potencial totiz
svou silou pfekond i centrifugalni bariéru. V kvantové fyzice je Hamiltonidn prov < 0a E < 0
nesamosdruZeny. Kdybyste pfesto pocitali jeho spektrum, dospéli byste k vysledku, Ze energie
systému neni omezend zdola (zdkladni stav by leZel v —co).

Patologie potencialu se projevi i v rozptylu, a to pravé tim, Ze pro malé energie G¢inny prifez
diverguje. Divergence je zptisobena chovadnim potencidlu v pocatku. A to jsme tiSe pominuli pfipad,
kdy A je komplexni &islo, coz odpovidd piipadu, kdy centrifugdlni bariéra nestaci a ¢astice se pfes ni
dostane k singularité rozptylového centra.

Chceme-li s potencidlem (15.5.1) pracovat realisticky, je potfeba ho néjakym zptisobem ,regulari-
zovat”. To je moZné napiiklad tak, Ze ¢astici nedovolime pfibliZit se k pocatku a pro r < p potencial
nahradime bariérou V(r) = .

Potencial (15.5.1) popisuje napftiklad interakci bodového naboje s dipélem. Dip6l vsak neni
interakce.

O matematickych vlastnostech potencidlu ;% se doctete vice napiiklad v ¢lancich [14] ¢i [15].

4Dlouhodosahovy je Coulombicky potenciél, vechny rychleji klesajici jiZ jsou kratkodosahové. Kratkodosahovost
potencialu (15.5.1) je patrna z toho, Ze Eastice ovlivnéna timto potencidlem se asymptoticky chova jako volna &astice. To v
pfipadé Coulombického potencidlu neni pravda.

15.11



Domaci tikol — Rozptyl na 5 potencialu (termin odevzdini: 5.4.2022)

r

UvaZujte rozptyl ¢édstice o hmotnosti M na potencidlu
1%
V() =—,
(=3
kde parametr v mtiZe byt kladny (pro odpudivou silu) nebo zdporny (pro silu pfitazlivou).

* Resenim Schrodingerovy rovnice naleznéte vinovou funkci pro energii £ > 0.

* Spocitejte fdzové posunuti d;(k) [-té parcidlni viny a naértnéte jeho zavislost na k (nebo na
energii E).

¢ Naleznéte totdlni G¢inny prafez pro I-tou parcidlni vinu oy (k). Diskutujte fyzikalni pfi¢inu
skutecnosti, Ze pro k — 0 Gc¢inny prifez diverguje.



16 TENZOROVE OPERATORY

16 Tenzorové operatory a Wigner-Eckarttv teorém

Ireducibilni tenzorovy operator

Slozky T,(jl) libovolného ireducibilniho*® tenzorového operdtoru49 TW,1=0,1,...5 u=-a,...,2
spliiuji komutaéni relace

[33, T,{,”] = u T (16.0.3)
[L, T}f’] =a® T, (16.0.3b)
kde J je operétor impulsmomentu, Ji = Jl + 132 a
a® ) = VAA+1) —p(u=1). (16.0.4)
Wigner-Eckartiv teorém
(a7 M|t b, jm) =
-t (et )| 1609
(4, L el
pficemz:
* Zlomek % je jen zaleZitost konvence. Zde je pouZita stejnd konvence jako napf. v knize

J. Formanka [10].

. (a, J[|[T]|p, j) je redukovany maticovy element.

* a,b oznacuji dalsi vlastni ¢&isla (mtiZe jich byt i vice) operdtoru (operatortt) A, které spolu s
impulsmomentem J tvofi Gplnou mnoZinu pozorovatelnych:

[A, J] - 0. (16.0.6)

#reducibilniho proto, Ze se transformuje podle p¥islusné ireducibilni reprezentace grupy SO(3) pomoci Wignerovych
D-funkci

-i-l(l/l)’ _ ZDﬁ’ﬂw’ 9’(//)1-,(;/1)’ (16.0.1a)
5
Dip(9.0.0) = (' [Rs (DR ()R (@) ) = e KV i, (), (16.0-1b)

narozdil napf. od tenzoru vzniklého vzniklého dyadickym sou¢inem dvou vektorti, ktery se transformuje béznymi
rota¢nimi maticemi

T, = Z Ry (0.0, )Rk (v, 0, 8)Rpi (v, 6.0) T jur. ... (16.0.2)
KT

Symboly ¢, 6, ¢ oznacuji Eulerovy thly.

49Nazyva se také zkracené sféricky tenzor.

S0Formalné 1ze zavést i ireducibilni tenzorovy operator polo¢iselného ¥adu A = %, %, ... Jeho stfedni hodnota by vSak
byla dvojznacna, a proto nemtiZe odpovidat Zddné pozorovatelné.
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16 TENZOROVE OPERATORY

* Mezi 3j symbolem a Clebsch-Gordanovymi koeficienty plati relace

|

- (_1)]'2—]'3—%

J2 3
my m3

J1

o

J1—my
Jamy jzms

\/2j1+1

J2 —my
Jamz j1m

\/2j2 +1
J3 —m3
J1imy jomyp

\/2j3+1 '

pricemZ uvedené tfi rovnosti plynou ze symetrie 3 symbolii:

- (_1)j3—1'1—mz

- (_1)j1—1'2—m3

o (=1)ieis [T J2 3 o 2 g
(10'1 Jo, Jcrs) _ my mz ms
Mg, Mgy Moy (]1 j2 J3) .
signo =1
mp my m3

Dalsi symetrie 3/ symboli:

|

J2 3
my m3

J1
my

J3

J2

J1

) — (_1)j1+j2+j3 (

)

(16.0.7a)

(16.0.7b)

(16.0.7¢)

(16.0.8a)

(16.0.8b)

Wigner-Eckarthv teorém je uZite¢ny zejména proto, zZe k vypoctu véech n = (2J+1)(24+1)(2j+1)
maticovych elementt staéi zndt jediny z nich, zbytek se dopocte pomoci bézné tabulovanych
Clebsch-Gordanovych koeficientti. Z onéch n elementt jsou navic vSechny, které nespliuji vybérova

pravidla pro hodnoty J, M, A, u, j, m, tj.

m+u=M

lj—A <J<j+Aa (trojihelnikova nerovnost) [

nulové.

Tenzorovy soudin
Tenzorovy soucin dvou ireducibilnich tenzorovych operatorti
W =[O g )] ()

je definovan vztahem pro komponenty

Ap(D) _ Ap (A1) \y(A2)
W'“ - Z th M1 ﬂz#zul‘ll V:“22 )
M1, 12
Pro tenzor nultého fddu pak vyplyva
A7(0) _ 00 N (A1) 7 (2)
WO - Z C/ll Hy A 1o UIJl1 VMZZ
M1, 2
(-n" ~ () ()
=—— > (- U,/ VV]
\/m ; M1 M1

a na zékladé této rovnosti se definuje skaldrni soucin ireducibilnich tenzorovych operatort

OW 9D = ()N TW = 3 (~DH 05U |.
7]

16.2

(16.0.9)

(16.0.10)

(16.0.11)

(16.0.12)

(16.0.13)



16 TENZOROVE OPERATORY 16.1 Vektorovy operator jako ireducibilni tenzor

16.1 Vektorovy operator jako ireducibilni tenzor
Ukazte, Ze libovolnému vektorovém operdtoru Vs kartézskymi slozkami (\71, Vs, \73) se da
pfifadit ireducibilni tenzorovy operétor 1. fadu pomoci pfedpisu

\7(_11) = (\71 - 1\72)

VY = Vs (16.1.1)
A 1 /- ,\

VY = —— (V40

2
(\Alfll) jsou sférické slozky vektoru).
Resent:
Libovolny vektorovy operator V spliiuje komutaéni relace s operdtorem momentu hybnosti®!
V7. 3¢] = iejuavi (16.1.2)

Diikaz transformacnich vztahti (16.1.1) se provede pfimym dosazenim do vztahti (16.0.3):

[93.08] == | 5 (0 =9, ) o] == (04 0,) =93,

3.9 = = [92.3s] =0,
[35. 0] = [\}i (Vo +i9,), 33] _ \}i (0, - 0,) =400,

[Ji,v H] _ _\}i [\“/1 CiV,. 0 132] _ _«}i (Wg ) \73) ) {g+<1, ~Hvy

Ji,Vf)l)] = - |\“/3,J1 + 132] =+, —idy = a*(1,00V,

[:Ji,\A/il)] _ \15 [\71 +iVo, Jy + 1:12] = \}E (1\73 +\73) = {2(17 1)\7(()1)

16.2 Skaldrni soucin vektorovych operatort

Ukazte, Ze definice skaldrniho sou¢inu dvou tenzorovych operdtorti 1. fadu je identicka se
skalarnim sou¢inem vektorového operatoru vyjadieného v kartézskych komponentach:

w

0O.yO=0.v=)Y 0,V;. (16.2.1)
j=1

ResSeni:
Dtikaz se provede pfimym dosazenim (16.1.1) do definice skaldrniho sou¢inu tenzorovych opera-

tora:
OO . gm = Z(_l),uol(ll)vglll _ _U(_ll)\A/il) n U[(Jl)v[(Jl) - U;”\A/(_]l)
)i
= E (U1 - 1U2) (Vl +1V2) +U3V3 + i (Ul +1U2) (V1 - 1V2)

UIUZ+i(—Ul\72+Uz\71)+Uz\72

UIUZ+1(01\72—UZ\7])+UZ\72
= 01\71 + 02\72 + 03\73 = U . \7
p

16.3



16.3 Vyuziti symetrii 3 symbolti 16 TENZOROVE OPERATORY

16.3 Vyuziti symetrii 3j symboli
Pomoci symetrii 3 symbolti a znalosti Clebsch-Gordanova koeficientu

C oo =0770mm (16.3.1)

(plyne z volby |1 j1) |00) = |j1 j1 0 j1), coZ je vlastné Condon-Shortleyova fdzova konvence) spoci-
tejte Clebsch-Gordanovy koeficienty

JM 00
COij a le my jamy* (16.3.2)
Resent:

Specidlni pfipad vztahu mezi Clebsch-Gordanovymi koeficienty a 3j symboly (16.0.7) da

JO T,
(m 0 —M)_ mcijO" (16.3.3)

pricemz z vybérovych pravidel pro skldddni momentt hybnosti (6.0.7) navic plyne, Ze jediné nenulové
koeficienty jsou ty s j =J am = —M. Z permutacnich symetrii 3 symbolt (16.0.8a) pak vyplyva

g0 I\ (07 SN (S T 0
(m 0 —M) =D (O m -M] \-M m 0)° (16.3.4)
coz zpétné prevedeno na Clebsch-Gordanovy koeficienty definiénim vztahem (16.0.7) je

(-1 (O ;o )z(_l)‘HMco’oM,,
0 m -M V2T +1 jm

J j 0 J_i

m
a tedy

C({()Ajn’l = C}'IW/:/IOO = 6fj6”’1M ’ (16353)
(_1)j+M M (_1)]+M

ClM = 5 6mm
V27 +1 00 V27 +1 ’

Druhy vztah po pfeznaceni J — ji, —M + my, j — ja, m — my vede na hledany Clebsch-Gordanav
koeficient

(16.3.5b)

ClO% jm = (1)

(_1)1‘1—1111
cy = S i1 ja Oy —my | (16.3.6)

my jomy — "
1My j2 my 2]1+1

16.4 Redukovany maticovy element skaldrniho operatoru
Uréete redukovany maticovy element operatoru $(?.
Regeni:

Z Wigner-Eckartova teorému (16.0.5) vyplyva

a0, .\ _ (-1’7 JM HA(O) ;
(a7 M|80 |, jm) = . cl (a7 o.4) - (16.4.1)

677 6mm podle vysledku predchozi tilohy

16.4



16 TENZOROVE OPERATORY 16.5 Redukovany maticovy element skaldrniho soucinu

Skalarni operator komutuje s J, takZe na levé strané rovnosti dostaneme

<a, JM)ég‘”(b, j m> = £(a. D)6 ;16 mm - (16.4.2)

kde f(a,b) = <a‘é(()0) |b> je funkce ,nerota¢nich” kvantovych ¢&isel a, b. Srovnanim obou rovnosti
dostaneme

a,J|8O|b, j) = f(a,b)s,; V27 +1. (16.4.3)
(e 7]9) j

16.5 Redukovany maticovy element skaldrniho sou¢inu

Naleznéte vztah mezi redukovanym maticovym elementem skalarntho sou¢inu (a, J

O@ .\w)”b,j)
OWb, ) a (@, 9D b, ).

a redukovanymi maticovymi elementy jednotlivych ¢initel (a, J

Reseni:

Wigner-Eckarttiv teorém (16.0.5) na jednu stranu dava

o 1
A A . JM
(0. MO 9 Op. jm) = mcoof'm(a’f
6Jj6Mm ~ ~
= HiOMm a,J|W> -W>Hb,j) , (16.5.1)
V27 +1 (

|@<A> .\A/(/I)Hb’j)

(0@ . ¥ je skaldrni operator).
V dal$im stac¢i pocitat jen maticovy element diagondlni v J, M, ostatni budou nulové. Rozepsanim
skaldrniho soucinu podle defini¢niho vztahu (16.0.13)

<a,JM‘[D(’” -\7<f”|b,JM>

= <a, JMY (DR OOV, g M>
u“
- Z (=D* <a,JM|UL/U)c,j'm’> <c,j'm' \A/(,L) b,JM> . (16.5.2)
pucj'm
J a4 j . D A J .
(—1><’*M(_M B "il,)(a»f||U</"‘||tnj’) =1/ (_l,n s M)(w’llw“llb,f)

V druhém 3 symbolu se prohodi prvni a tfeti sloupec pomoci permutac¢nich vztahti (16.0.8a) a zdroven

vyménime znaménka v druhé fadce u projekci pomoci vztahu (16.0.8b):

j’ A J — (_1)2(Af/+/l+.]) J 4 j/ _ J A j/ (1653)
-m" -u M -M u m -M u m)’ o
1

Co se tyce znaménka —, v upravovaném vyrazu se objevuje
(_1);1+.I—M+j/—m’ — (_1)J+j/+y—M—m’ ) (1654)
Na zékladé vybérovych pravidel (16.0.9) je m" + u = M, takZe zbyva vypotfadat se s

(-1)7*" (1)~ . (16.5.5)

Faktor —2m’ je vzdy sudy, pokud m’ je celé &islo, a vzdy lichy, pokud m’ je polocelé &islo, takze
1ze nahradit (-1)"2" — (-1)"%" a toto znaménko neovlivni sumu pfes m’. Déle se vyuZziji relace

ortogonality pro 3j symboly

Z o2 B\ (J 2 J3)_ 1 - sl i
(’"1 my m3) (mi my mS) C2j1+1 8 jujyOmimi 01 J2, J3) | (16.5.6)
moms

16.5



16.6 Redukovany maticovy element impulsmomentu 16 TENZOROVE OPERATORY

kde 6(j1, j2. j3) = 1, pokud ji, j2, j3 spliuji trojahelnikovou nerovnost |j1 — j2| < ja < j1+j2,a0v

opacném piipadé.
Pro 3j symboly v tloze daji relace ortogonality

I (T A 1 }
= ——5(J,4, ), 16.5.7
;{(—M Il m’) (—M It m’) 27410040 (1657)
takze
(a7 M| -9 Db,1 1)
-1/ p N N
S ) > D (@, 0D ) (e, 7 [7 . 1) (16.5.8)

2J+1
C

=2 <j <J+2

a srovnanim s vyrazem (16.5.1) dostaneme

(a’jH[D(/U .\A/(/l)“b,j) -
! W>Hb, j) . (165.9)

or)fer

> (<17 (a, )0
C

=A< <T+2

=0V

Pozndmka: V ziskaném vyrazu probiha s¢itani pfes j’ jen pfes kone¢ny pocet vyznacenych hodnot.

Suma pfes ¢’ je vSak obecné nekonec¢na.

16.6 Redukovany maticovy element impulsmomentu

Naleznéte redukovany maticovy element operatoru impulsmomentu J.

Reseni:
Redukovany maticovy element stati pocitat pro jednu sférickou komponentu tenzoru J™. Je

vyhodné zvolit si :J(()]) =J,. Pak

<a,JM|CJ3)b,jm> = m f(a,b)8;;rim. (16.6.1)
Na druhou stranu (s omezenim se na J = j)
1 G AP HA(l) _
(a7 m[3ao,7m) = = Gl (a, 790 o, 7) =
1 .
(a, J ’J(l)“b, J) , (16.6.2)

=0Mm
VIT+D(2J + 1)

bot’
o cim M (16.6.3)
100 M m Mm> o
viz naptiklad [10].

Srovndni techto dvou vyrazi d4 hledany redukovany maticovy element

(a,J“jJ“)“b,j) = f(a.b)5s NTT + 12T +1) |, (16.6.4)

kde f(a,b) = {a|b).
Pozndmka: Vektor J 1ze pro spin s = 1 realizovat pomoci Pauliho o matic

. O
=—. 16.6.
S > (16.6.5)

16.6



16 TENZOROVE OPERATORY 16.7 Projekce vektoru na impulsmoment

Redukovany maticovy element pro Pauliho vektor je tedy

(;HUH;):Z(; ;):2\/; (;+1) (2><;+1):\/8. (16.6.6)

3D

16.7 Projekce vektoru na impulsmoment

Naleznéte redukovany maticovy element skaldrniho souc¢inu libovolného vektorového operdtoru
V s impulsmomentem J.

Reseni:

Reseni spotivé v ptimocarém vyuziti vztahu pro skalarni soucin tenzorovych operatort (16.5.9):

(0.3 9p. ) = (a. a3 90 . 5) =
_ (—i)]\/;j;/ (-1)~7 m(z (alc) (C,JH\A/(])HZ?,J) =

———————r
(el (2|70 ]| 1) 11)

- %m (a. ][00
&

=6, NIT+T) (a,d

b,J) -

b,J) . (16.7.1)

16.8 Projekéni teorém

DokaZte, Ze pro maticové elementy diagonélni v J a pro libovolny vektorovy operétor V plati
rovnost

J-
~2

J

<a, J M)\“I J

b,Jm>:<a,JM

b, Jm> . (16.8.1)

Reseni:

Na obou stranach jsou maticové elementy tenzorovych operatort, 1ze tedy vyuzit Wigner-Eckartav
teorém a tvrzeni dokdzat jen pro jednu komponentu operatort.

Levé strana [za vyuziti znalosti Clebsch-Gordanova koeficientu (16.6.3)]:

<u, J M)V;,‘b, J m> =

= Srtm M (a 7 |W>Hh, J) (16.8.2)
VIT+D (27 +1)
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16.9 Magneticky moment 16 TENZOROVE OPERATORY

Pravé strana (vyuzitim vysledku pfedchoziho pfikladu):
J-v
a,J M > b,Jm) =

J

Js

M PN
=0 7< .JM’J-V/,JM>:
OMm 1) \“ ’
M cIM X X
= Spg e (=1)7%0-J 200/ M a’JHW(“ C30]p. g) =
oum s (D TH( J)
M o
= Sy ——— 7T+ 1) (a7 ‘\/”’ /),J) -
J(J+1)V2T +1 (
M .
= Stm (U,J(v” b,J). (16.8.3)

VIT+ 127 +1)

Obé strany se rovnaji.

16.9 Magneticky moment

Dva nezavislé impulsmomenty L (nap¥iklad orbitalni moment hybnosti) a § (vnitini spin

systému) spliujici [I:, é] = 0 se sloZi na celkovy impulsmoment

J=L+8. (16.9.1)
Stavem |(/s) jm) ozna¢me vlastni vektory operétort I:Z, éz, :IZ, Js:
L% |(Ls)jm) = 1(1 + 1) |(Is) jm) , (16.9.2a)
& |(1s)jm) = s(s +1) |(Is)jm), (16.9.2b)
~2 . .. .
J |(s)jm) = j(j +1)|(Is)jm), (16.9.2¢)
J3 |(1s) jm) = m|(Ls)jm) . (16.9.2d)

Definujme operator magnetického momentu®>
f=grL+gsS, (16.9.4)

pficemz g7, gs jsou redlné parametry, které se nazyvaji gyromagnetické faktory (g-faktory).”
Spotitejte diagondlni maticovy element>*

(Us)jm|l(Ls)jm) . (16.9.10)
52Magneticky moment je vyjadien v jednotkéch Bohrova (jaderného) magnetonu
eh
Ho =5 (16.9.3)

kde e je elementarni nédboj, M je hmotnost elektronu (nukleonu). Uvedeny vyraz plati v jednotkach SI, v Gaussovskych
elektromagnetickych jednotkéch se objevuje jesté rychlost svétla ¢ ve jmenovateli.
Jejich ¢iselné hodnoty jsou

Zelektron = —2.00231930419922 ~ 2 (16.9.5)
&mion = —2.0023318414 ~ 2 (16.9.6)
gneutron = —3.82608545 (16.9.7)
gproton = 5.585694702 (16.9.8)

(znaménka gy, s a pg byvaji obtas definovédna obraceng).
54Velitina s nejvétsi projekci j = m se nazyva magneticky moment istice,

u=AUs)jjlplUs)if) - (16.9.9)

16.8



16 TENZOROVE OPERATORY 16.10 Sférické komponenty tenzoru

16.10 Sférické komponenty tenzoru

Jsou zadany dva libovolné vektorové operatory R, § s kartézskymi komponentarm R;, Si.
Kartézské slozky tenzoru vzniklého jejich dyadickym soutinem oznatime T = R;S;.

1. Pomoci vztahu pro tenzorovy soucin tenzorovych operatort

W= el RS

A1 1 A o “1
M1, M2

naleznéte sférické komponenty tenzorti TO, FM, §@ 4 vyjadrete je pomoci T k-

2. Ukazte, ze rozepiSeme-li kartézské komponenty tenzoru T, (coz je libovolny tenzor 2. fadu)

jako i i i i
Tjk=ij+Ajk+Bjk,
kde
~ 1 4 A A
Jik Eg(T11+T22+T33)5jk
n 1 -
Ajk = E(Tjk - Tx;)
~ 1 & N
BjkEE(T]k+Tkj)—JJk

(J je nasobek jednotkového tenzoru, A je antisymetricky tenzor a B je symetricky tenzor s
nulovou stopou), pak J, A, resp. B tvoii pravé kartézské komponenty tenzorového operdtoru
nultého ¥adu T©, prvniho fadu T, resp. druhého fadu T@,

16.9



Domaci kol — Magneticky moment (termin odevzdini: 26.4.2022)

Dva nezavislé impulsmomenty L (napiiklad orbitalni moment hybnosti) a § (vniténi spin

systému) spliujici [I:, é] = 0 se sloZi na celkovy impulsmoment

(/)]

J=L+

A2 a2 A2 A
Stavem |(ls) jm) ozna¢me vlastni vektory operatora L, S, J’, Js:

L% |(Ls)jm) = 11 +1) |(5) jm) .
& |(1s)jm) = s(s +1) |(Is) jm) ,
I \(ts)jmy = j(j +1) |(Ls) jm) |
35 |(1s) jmy = m|(5) jm) .

Definujme operator magnetického momentu®®

ji =gl +gsS,
pficemz g;, gs jsou redlné parametry, které se nazyvaji gyromagnetické faktory (g-faktory).”
Spotitejte diagondlni maticovy element”

((Us) jmlf|(Ls)jm) .

55Magneticky moment je vyjadien v jednotkach Bohrova (jaderného) magnetonu

eh

HO = 2y

kde ¢ je elementdrni ndboj, M je hmotnost elektronu (nukleonu). Uvedeny vyraz plati v jednotkach SI, v Gaussovskych
elektromagnetickych jednotkach se objevuje jesté rychlost svétla ¢ ve jmenovateli.
56]ejich ¢iselné hodnoty jsou
Zelektron = —2.00231930419922 ~ 2
&mion = —2.0023318414 ~ 2
&neutron = —3.82608545
gproton = 5.585694702

(znaménka gy s a po byvaji obcas definovana obracené).
57Velitina s nejvétsi projekci j = m se nazyva magneticky moment &dstice,

= A(1s)]jluzlLs)j)) -
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17 NerozliSitelné ¢astice

Pro sloZené soustavy nerozliitelnych ¢astic je vyhodny popis pomoci krea¢nich a anihila¢nich
operéatort &/, &y, které ptisobi na Fockové prostoru

FeHO gD gH® o ... (17.0.1)

(H™ oznatuje Hilbertav prostor soustavy n &astic, H? obsahuje pouze jeden stav |0), ktery se
béZné nazyva vakuum). Normované bazové vektory prostoru H " budeme znacit

IN1., Na, ... ;N),  kde ZNkzN (17.0.2)

je celkovy pocet ¢éstic (N1 je pocet Castic v jednocasticovém stavu (orbitalu) [¢x)), a daji se vytvofit
pomoci kreacnich operatort

Ny No . iN) = e (éﬁ)N1 (éﬁ)N2 ... |0) (17.0.3)
JNo, o N ) .0.
Schematicky mZeme tedy psat
F=l0y®al0)eala|0)e- (17.0.4)
Krea¢ni operétory ptiddvaji ¢astici, anihilaéni ubiraji:
&5 IN1,.... Ny .. ;NY =Nk + 1INy, N+ 1,.. N+ 1) (17.0.5a)
ék |N1,. ..,Nk,. .. ;N> = \/Nk |N1,. ..,Nk — 1,.. .,'N— 1> (1705b)

(odmocninové koeficienty plynou z normalizace vektorti). Pisobeni anihila¢niho operatoru na
vakuum dé4 0:
a4 10)=0 (17.0.6)

VInové funkce soustavy ¢astic musi byt symetrické viici zaméné libovolnych dvou nerozlisite-
nych bosonti (¢astic s celo¢iselnym spinem) a antisymetrické vii¢i ziméné dvou nerozlisitelnych
fermionti (¢astic s polo¢iselnym spinem). Toho Ize docilit tim, Ze kreaéni operatory spliiuji komutaéni
(bosony) nebo antikomutacni (fermiony) relace.

Bosonové krea¢ni a anihilaéni operdtory ozna¢ime b!, by. Komutaéni relace mezi nimi zni

16,.6¢] =6, [B5.64] = [b1.5;| = 0. (17.0.7)
Operator poctu astic ve stavu |¢x) a operator celkového poctu ¢éstic jsou

N

I
Q>
X+

. (17.0.8a)
ala. (17.0.8b)
k

=
Il
~™M

17.1 Gaussovska porucha bosonového systému

Dva nerozlisitelné bosony se pohybuji v poli jednorozmérného harmonického oscilatoru
1
2M

Jejich vzdjemna interakce je popsdna Gausovskym Hamiltonidnem

- " R 1 N .
Fo = 57 (B2 +63) + 5 MQ* (%3 +53) . (17.1.1)
B = veata—5)? (17.1.2)

kde v, @ > 0 jsou redlné parametry.
Uvazujte interakci za malou poruchu a spocitejte do prvniho ¥ddu poruchové teorie opravu k
energii zakladniho stavu.

17.1



17.2  Gaussovskd porucha fermionového systému 17 NEROZLISITELNE CASTICE

Reseni

Ulohu budeme Fesit v x-reprezentaci. Jedno¢ésticové vinova funkce zékladniho stavu je

MG
do(x) =[5 e A7 (17.1.3)
2rh

V piipadé dvou bosonti musi byt vinova funkce symetrickd vicéi zaméné dvou &astic. To spliuje

jednoduchy soucin
MQ M
UG (x1.02) = do(n)do(x) =[5 =€ e (1+53) (17.1.4)

Neporusend energie zdkladniho stavu soustavy dvou bosonti je

1
EY? =210 (o + 2) = hQ (17.1.5)
Oprava k energii zékladniho stavu podle poruchové teorie (11.0.5) je®

E(‘f(” :/ lpg*(m,xz)ﬂllﬁg(x],xz)dxldm:

MQ (A +r2) e*‘Y(’fl \’2) dX1d)(2 _

27rf
ME (x14x2)%+(xy Xz)] —a(x1-x)? dx1dxs =
Yorh ,// e

=z Jakobian
x =x1 —xp transformace je 1|~

:VMQ/ 2Ms>X2d /e (42,10) dx =
2rh

27rh Q MQ

v
"2\ Mo+ ZfLa (17.1.7)

17.2 Gaussovska porucha fermionového systému

Zadén je stejné jako v pfedchozim piikladu 17.1, aviak nyni jsou &astice fermiony se spinem 3.
Spocitejte v prvnim fddu poruchové teorie opravu k energii zdkladniho stavu pro singletni i tripletni
spinovy stav.

Reseni
Vlnova funkce dvou stejnych fermionti je
UF(x1,x2) = 6" (x1,x2) Ese (17.2.1)

kde ¢F(x1,x7) je prostorové &ast, T, Est spinova. Dva spiny o velikosti 3 se slozi bud’ na celkovy
spin § = 1 — tripletni stav —, ktery je symetricky vi¢i zdméné ¢astic 1 < 2, nebo na spin § = 0 —
singletni i

antisymetrickd. Z toho vyplyva, Ze jeji prostorova ¢ast musi byt

% Transformace k promé&nnym X, x je specidlnim ptipadem piechodu k Jacobiho soutadnicim oddélujicim tézistovy a
relativni pohyb. Pro tfi ¢astice tato transformace zni

Y12 = X1 — X2 (1716a)
X1+ X2

Vi3 = - 5 =% (17.1.6b)

Y = % (17.1.60)

17.2



17 NEROZLISITELNE CASTICE 17.2  Gaussovskd porucha fermionového systému

o symetrickd pro singletni stav
o antisymetrickd pro tripletni stav.

Prostorové ¢ast vlnové funkce pro singletni stav tudiz vypada stejné jako v pripadé bosonti (17.1.4),

B oo (1, 12) = 9o (x1) 0 (x2) = \/Afr 2 R (i), (1722)

a tim padem také oprava k energii vyjde stejné:

O L
Fos-0= 2\ i+ 2ha (17.23)

U prostorové ¢asti vinové funkce stavu tripletniho si jiz nelze vystacit s jednocasticovou vinovou
funkci ¢o. Antisymetrizovat se da pouze soucin rozdilnych jednocasticovych vinovych funkci. Jedna z
¢astic se tedy musi nachdzet v prvnim vzbuzeném energetickém stavu ¢ (x),

B 5.1 (x1,x2) = % [po(x1)¢1(x2) = p1(x1)Po(x2)] . (17.2.4)

pricem? stav ¢ (x) se uréi naptikad aplikovanim posunovaciho operdtoru &' (4.2.17) na vinovou funkci

¢o(x):
(x) = MQ ii 4 MQ Az/lrﬂxz B
M =N Y maax) Vann © -

- MQ h MQ
“ ot E(HWTX)
= x¢o(x) ZMQ (17.2.5)

Celkovd vinové funkce tedy ma tvar

[¢0(X1)x2¢0(X2) #-xuﬁo(xl) ZAZQ%()Q)l

B 51 (¥1,x2) = A
= 22 (12— x1) due) a2 (17.26)

Neporusend hodnota energie je v tomto stavu
EFO —hoo (04 2 )+ heo (14 5 =20 17.2.7
0.521 = +§+ +§_ w (17.2.7)
a piispévek 1. fadu poruchové teorie zni
Ey = ] whnl (e x)H (x1.x2)dxydx
0.5=1 0.5=1 (X1, %2 I%Slxl,xz 1dxy =

- VMTQZI_?L // (x1 —xp)2 e "R () emo(i=2)® gy iy, =

- ZL ( h ) // (x1 - x)% e "7 (31+9) gmeta—x) qy  dy, =

MQ ) ZMQXZ X‘/xze_(%ﬂl)xzdx:
Rt

h
[ nh 1
I 92MQ+ M,?+a

3/2
v M
=3 (m) : (17.2.8)

=
-5

'5’|<
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17.3 Kondenzatova stfedni hodnota

Je zadan bosonovy N-¢asticovy kondenzat™

B:N) = —— (BT)N 10) (17.3.1)

B

kde operétor B je vyjadfen linedrni kombinaci

B =) ubj (17.3.2)
k

a bz bosonové operatory, splitujici komutac¢ni relace (17.0.7). Komplexni ¢isla zx jsou normovéna:

=) =1 (17.3.3)
k

Spocitejte stiedni hodnotu <B; N |I:|
cové casti

B;N >, kde operétor H je sloZen z jednotésticové a dvoudésti-

N P 1 NoAiA A
H= Z Eijbjbj + E Z Vklmanb;bnbm, (1734)

ij klmn
pficemz €;;, Viimn jsou komplexni ¢isla.
Reseni:
Pokud se prokomutuji vSechny anihila¢ni operdtory napravo skrz krea¢ni operétory kondenzatu,

da jejich ptisobeni na stav vakua nulovy piispévek.
Komutace skrz jeden operator B vede na

K, = [B_i’ Eﬂ =S {5_/,5’};] = bk =1 (17.3.5)
;

Indukci se pak dostane

=z;(BHN '+ B Ky-1, (17.3.6)
neboli

Ky = 2B + Bz, = 27,BF

Ks = z;(B")? + BT (27;B") = 3z;(B")?

& AT N-1
K}\/ = NZ,(B ) .
Ptisobenf anihilaéniho operétoru b; na kondenzat dava

~ 1

b, |B; N) WB\,(B"‘)N 0) = (17.3.7)
L v BN LI0y 4 L (BNVE. 10y =
—WN”(B) |0>+W<B) b, |0) = (17.3.8)
N 1
= 5. _(BHYN-1 0y = 17.3.9
N (N_l)!( ) 7710) ( )
=z;VN |[B;N - 1). (17.3.10)

Tento ptiklad je vyfesen a diskutovéan v uéebnici [12].
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17 NEROZLISITELNE CASTICE 17.4 Evoluce bosonového kondenzatu

Stfedni hodnota Hamiltonidnu v kondenzatovém stavu tedy je

<B;N‘I:|

‘ N(N -1 .
B} N> =N Z EijZ;Zj + % Z Vk/mnzzz;:zmzn (17311)
ij

klmn

Podobné l1ze postupovat pfi vypoctu kondenzatové stitedni hodnoty vicecasticovych operatorti.

17.4 Evoluce bosonového kondenzaitu

Soustava N bosont se nachézi ve stavu kondenzatu

Woi Ny = — (BT)N 10y (17.4.1)
Yo; = \/]W 0 . 4.
a systém je popsan jednocasticovym Hamiltonidnem
=& (BTBO + BgB) , (17.4.2)
ve kterém & je redlny parametr udévajici skélu energie a
B =) b} (17.4.3)
k>0

by, b! splituji bosonové komutaéni relace (17.0.7).
Naleznéte ¢asovy vyvoj stavu |yo(1); N).

(korpflexni parametry z; nyni nemusi byt narozdil od pfedchoziho pfikladu normovény). Operatory
b
k

Reseni:

Hledany stav je ¢asovou evoluci poc¢étecniho stavu,

lwo(1); Ny = U(1) [wo; N, (17.4.4)
kde i A
U@ =en. (17.4.5)
Za¢éneme s jednim bosonem v kondenzétu a postupné budeme pridévat dalsi.
e N=1:

1 N
--& ‘B) ..
lo(1);1y=e h t( ! )b;) 0). (17.4.6)

Podle BCH formule (1.4.2) vyjadiené v operatorech X, 68,

e 66 eoX = 3 %K”, Ko = 68
k=0 "
Risr = [ Ko
vychazi
o1 = (B + o [X.6] + - [R [RB)]] + 5 )10 (17.47)
. : —
- 10)
Jednotlivé ¢leny ptispéji ndsledujicim Zpi’lsobem:Z
[X.6;] = [B'6o +B]B.65| = 860, 65| = B |60, 6| = B7. (17.4.8a)
X, [%.B}|| = |&760 + BB, 87| = b |8.B7| = 121 B}, (17.4.8b)
X |% [%.B}]|] = |B7Bo +B}B. 12126} | = 1212 B, (17.4.80)
(17.4.8d)
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17.5 Atom helia 17 NEROZLISITELNE CASTICE

Po dosazeni tedy vychdazi

Wo(0; 1) = B + B + yz‘ ' Bl + 'Z' g, 4'2', B +- )|o>
2 4
; (ll )b(HH)B 0
cosh a/|z| % sinh a|z|
sinha [z]
= b cosha |z| + B |0) . (17.4.9)
2|
[ ] N = 2
aX (66)2 2 aX [t 22 aX 22
Wo(1);2) = ™ —=—10) = 5 €™ [0) = =~ 0) = —-10)
sinh a |z|
b cosha |z] + B |0) . (17.4.10)
|z
® N obecné: Pomoci BCH formule se komutuje N-krat. Indukci vychdzi
1 [as .. sinha |z jN
Yo(t); Ny = —|b! cosha|z| +B" ——— 0
[o(2); N) W[O a@|z| ] 0
. N
1 |q Etlz| BT . &tz
= \/ﬁ b, cos p +1m sin — |0) . (17.4.11)
Stavovy vektor tedy rotuje v komplexni roviné s frekvenci
&
w=—|z]. (17.4.12)
h

Pozndmka: O kondenzatorovych koherentnich stavech a jejich aplikacich se 1ze do¢ist vice v ¢lanku [16].

17.5 Atom helia

Hamiltonidn popisujici atom helia zni

B = B + B, (17.5.1a)

. P1 Py 2y 2y

Fo= oyt on =5~ T (17.5.1b)

A= —L (17.5.1¢)
|r1 —ro

kde Hy popisuje interakci jednotlivych elektronti v obalu s atomovym jédrem a H; elektrostatické
odpuzovani mezi obéma elektrony. Elektrony v obalu jsou nerozlisitelné fermiony. Jadro je brdno za
bodovou ¢astici, spin-orbitdlni interakci a jaderné pohyby zanedbavame.

1. Urcete zakladni stav a prvni excitovany stav atomu helia, pokud zanedbame vzajemnou
interakci obou elektronti.

2. Za piedpokladu, Ze H, Ize chapat jako poruchu, spotitejte opravu k energii zékladniho stavu.

3. Spocitejte korekci k degenerovanému excitovanému 1s2s stavu a urcete vzdalenost rozstépe-
nych hladin, které je zptisobeno odpuzovanim elektront.
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17 NEROZLISITELNE CASTICE 17.6 Rozptyl dvou &dstic se spinem

4. Helium vloZime do homogenniho magnetického pole B = (0, 0, B) mificitho ve sméru osy z.
Spocitejte, o kolik se zméni enegie zdkladniho stavu. Jaké znaménko bude mit tato zména a co
to fyzikdlné znamena?

5. Predpokladejte, zZe v Case ¢ = 0 je jeden elektron atomu helia ve stavu 1s se spinem mificim

s

nahoru a druhy elektron ve stavu 2s se spinem mificim doli. Jaky bude stav systému v ¢ase
t > 0? Odpuzovani elektronti berte jako malou poruchu a spocitejte ¢as T, ve kterém se oba
spiny , prohodi”. Diskutujte platnost tohoto vypoctu.

17.6 Rozptyl dvou castic se spinem

Interakce dvou rozlisitelnyjch ¢astic o hmotnosti M se spinem % je popsédna potencialem

V=Vo(r)+Vs(r) o . c@ (17.6.1)
kde r je vzajemna vzdélenost obou ¢éstic,

cV =001, (17.6.2a)
c?P =190 (17.6.2b)

jsou operatory na Hilbertové prostoru H = HY @ H® a o = (01, 02, 03) jsou Pauliho matice. Poten-

cidly Vo(r), Vs(r) nejsou blize specifikovany, pfedpokladejte pouze, Ze interakce jsou kratkodosahové,
takZe integraly

vo(q) = / e Vo (r)d3r = 4;" /0 OorVQ(r) singr dr, (17.6.3a)
ve(q) = / el v, (r)d3r = 47” /O ooer(r) singrdr, (17.6.3b)
kde g = k — k’, existuji a jsou kone¢né.
1. Vramci 1. Bornovy aproximace vyjadiete amplitudy rozptylu

fi1—11(0) Ji—11(6)
J11—11(0) Jr1—11(0)

a piislusné diferencidlni Gcinné prifezy (31_5' 6 oznacuje thel mezi vektory k a k’ a Sipky

udévaji orientace jednotlivych spinti pfed interakci a po interakci (posledni amplituda rozptylu
udéva piipad, kdy si jednotlivé ¢astice prohodi spin).

2. Jak se zméni diferencidlni ti¢inné priifezy, pokud obé Eastice budou nerozlisitelné fermiony?

3. UvaZzujte specidlni pfipad Gaussovské interakce
Vo(r) = Vs(r) =ve (17.6.4)
Naleznéte, pro jaké tihly 6 budou diferencidlni Gi¢inné prifezy

do do do

do do do (17.6.5)
dQjyy dQjy dQfy

maximaélni, a to jak v pfipadé rozliSitelnych ¢astic, tak v pfipadé ¢astic nerozliSitelnych.
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17.7 Bogoljubovova transformace

Systém je popsany Hamiltonidnem

A= (o + Aaja) + 1acd), (17.7.1)
k

kde &, é;{ jsou bosonové operatory splitujici bosonové komutaéni relace
[éj, éL] = 6k, (17.7.2a)
8.4¢] = [éj., é;] -0, (17.7.2b)
Er € R, A, € Ca 4] je tislo komplexné sdruzené k Ay.
1. Vyjadiete podminku, za které operatory by, 62 ziskané transformaci

E)k = Mkéz + vkék, (17.7.3&)
bl =vial +ujay, (17.7.3b)

kde uy, vy € C, budou spliiovat bosonové komuta¢ni relace
[6,.67] = 6,1, (17.7.4a)
[6]-, Bk] - [6}, 6;] - 0. (17.7.4b)
2. Pomoci této linedrni transformace pfeved'te Hamiltonidn na diagondlni tvar

A=Y ebibr+C (17.7.5)
k

a vyjiadrete ¢isla €, a C pomoci Ex a Ax. Za jaké podminky Ize transformaci provést?
3. Jaké je energetické spektrum systému popsaného Hamiltonianem H?

4. Jak se zméni spektrum, pokud &y, é£ budou fermionové operéatory?
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Domaci tkol - Interakce zptsobend nerozliSitelnosti ¢astic (termin odevzdini: 3.5.2022)

UvaZujte dvé bezspinové volné nerozlisitelné ¢astice o hmotnosti M pohybujici se na pfimce.
Jejich vInové funkce jsou dany gaussovskymi baliky dobte lokalizovanymi okolo boda —b a +b
(obréazek),

() = e T 7 (17.7.6)
'ﬁix _We ) .

A

kde o < b ur¢uje urcuje Sifku baliku.

?) Yy (%5

WV

1. Urcete vinovou funkci ¥ (x1, x2) systému téchto dvou nerozlisitelnych ¢astic a spocitejte jeji
normalizaci. Céstice mohou byt bosony nebo fermiony. UvaZujte oba dva pfipady.

2. Spocitejte sttedni hodnotu energie systému dvou nerozlisitelnych ¢astic

E= <¢’H‘¢> = / ¢ (x1, x2) HY (x1, x2)dxrdica. (17.7.7)
3. Spocitejte efektivni silu
OE
F=-2. (17.7.8)

Bude tato sila pfitazlivd nebo odpudiva a jak zavisi na typu nerozliitelnych ¢éstic (bosony,
fermiony)?
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18 Hartree-Fokova metoda

Systém N nerozliSitelnych ¢astic interagujicich nanejvys dvoucasticovymi interakcemi je popsany
Hamiltonidnem

H=T+VD 4V, (18.0.1)
kde
N & B SO @)
P O P WAL AR vCD IO N 72 — N
T—Z;tj—z;z , v _Z;vj .V _;vjk, (18.0.2)
J= J= J= J<

jsou jednocasticové operatory kinetické energie a interakce s vnéjsim polem a dvoucésticovy operétor
popisujici vzdjemnou interakci mezi konstituenty.
Zakladni stav se hled4 ve tvaru
Py =4l ---al0). (18.0.3)

varia¢ni metodou. To vede na Hartree-Fokovu rovnici pro jednocasticové stavy |¢,) = éjl |0) a jedno-
¢asticové energie €, systému nerozlisitelnych fermiont

(£ 9 4977 9,) = e 160 (18.0.4)
kde V1 je operator Hartree-Fokova stfedniho pole, pro ktery plati

(om0} = 3 (60802 6160) ~ (mnfo]18)] (18.0.5)
k=1

Energie er = ey se nazyva Fermiho energie.
VyfeSenim rovnice (18.0.4) se ziskad aproximace energie zdkladniho stavu,

M=

<¢k|’f + \7(1)|¢k> + % [<¢k¢z|\7(2)|¢k¢l> - <¢1¢k|\7(2)|¢k¢1>] : (18.0.6)

1 k,

M=

EEF - <‘P|H|\P> -

>~
Il
~
1l

1

Reseni v zadané bazi

Pokud jednotlivé jednocésticové stavy vyjadiime v jednocasticové bazi 8 = {|d)}

|¢n) = D Cuald), (18.0.7)
d

kde d probihd pies vSechny kombinace vSech pouzitych kvantovych ¢isel a Cq € C jsou koeficienty
rozvoje tvofici komponenty matice dimenze Ng = dim B, dostaneme z (18.0.5)*°

N
D@l Cra¥ e le) = 3 3" 3" [ bal €4, Cina¥® ChaCue lde) = (@bl Cyy €9 ChaCre 1de)|
ac

k=1 ac bd
(18.0.8)
neboli pro jednotlivé elementy sumy
vIC;ICF = <a|\7HF|C> = g; CipCra [<ba|\7(2)’dc> - <ab|\7(2)|dc>]
= i Z CipCra [<ab|\7(2)’cd> - <ba|\7(2)|cd>] , (18.0.9)

k=1 bd

60|4¢) je zkratka pro 1d)V) ® |c) ), takze |dc) # |cd).
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18 HARTREE-FOKOVA METODA

nebot’ diky nerozliSitelnosti ¢astic musi platit
<ab|\7<2>|cd> - <ba|\7<2>|dc> . (18.0.10)

Hartree-Fokovu rovnici (18.0.4) 1ze tedy pfepsat do tvaru

> ¢l (f oy vHF) Cuele) = Y enCue (ale) = €xCua (18.0.11)
D (tac + 96l +vEF) Coe = €1Coa (18.0.12)

coZ je (maticova) Hartree-Fokova rovnice v bazi 8. Za tuto bazi se nejcastéji voli baze harmonického
oscilatoru nebo baze atomu vodiku. V molekulové fyzice se také s oblibou pouzivaji aproximace
vlnovych funkci pomoci souc¢tu Gaussovskych funkci, protoZe s nimi se velmi dobie pracuje a je

snadné pro né pocitat maticové elementy <ab’ v |cd > i kdyz jsou jednotlivé jednocasticové vlnové

funkce viigi sobé posunuté (odpovidaji riiznym atomiim).°! Hledand energie zakladniho stavu pak
z (18.0.6) vychazi

1 . .
EEF - ZZCk Cre (aft+9V]c) + E > CiaCiyCreCia | (abft®|cd) - (bal9®|cd)|
k=1 ac bcd

(18.0.13)
Hartree-Fokova rovnice (18.0.12) se fesi iterativni cestou.

1. Za¢ne se s néjakym nastfelem matice C..

2. Z matice C,. se napocte Hartree-Fokovo pole vH podle vztahu (18.0.9) nasledné matice
Hamiltonidnu

hae = tae +vid +VIE ac=1,..., Ng, (18.0.14)
kde Ng je pocet bazovych prvki pouzité baze B.

3. Diagonalizaci matice &, ziskdme novou matici vlastnich vektort C,,. a odpovidajicich jedno-
¢asticovych energii €.

4. Jednocasticové vlastni stavy sefadime vzestupné podle jejich energii.

5. Spotitime aproximovanou energii zékladniho stavu E}'F podle (18.0.13) a porovname ji s
hodnotou z pfedchozi iterace. Pokud se tyto hodnoty 1isi o méné nez zadané 6, vypocet
ukonéime.

6. Vratime se k bodu 2, pficemZ novou matici C,. pouZijeme jako vstup pro vypocet nového
Hartree-Fokova pole.

Tato iterativni metoda obvykle rychle konverguje.

61Tato baze se oznacuje STO-nG, coz je zkratka pro Slater-type orbital, n je potet Gaussovek, které se pro vlnovou
funkci pouzivaji, a G znamena Gaussovka.
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18 HARTREE-FOKOVA METODA 18.1 Zakladni stavy lehkych prvki

18.1 Zakladni stavy lehkych prvka

Hamiltonian atomu s protonovym ¢islem Z je

H=T+VD 4y, (18.1.1a)
4 4 ﬁZ
+-NV'1. =V 5L
T= Ztl = Z S (18.1.1b)
j=1 j=1
. Z Z 1
v - Z"; ) = _zyZ = (18.1.1¢)
j=1 =17
. 1
Ve =392 = : 18.1.1d
2=y B~ Fe| ( :
j<k Jj<k I'J

kde T je kinetickd energie elektronti v atomovém obalu, v popisuje interakci elektronti s atomovym
jadrem a V@ vzajemnou elektrostatickou interakci mezi elektrony. UvaZuite jen elektronové stupné
volnosti, pohyb jadra zanedbejte.

Pocitejte v bezrozmérnych atomovych jednotkdch 2 = y = M = 1. Jednotka energie pak je 2E,
kde Ey = 13,6 eV je ioniza¢ni energie atomu vodiku.

Za jednocasticovou bazi |a) zvolte bazi vodikupodobného atomu s ndbojem jadra Z, kde a =

{n,1,m, s} (hlavni, orbitdlni a magnetické kvantové &islo a projekce spinu elektronu s = +1) V ni je
jednocasticova ¢ast Hartree-Fokovy rovnice diagondlni,

< 't +v(1)‘ >_—2Z—225m (18.12)

Pro dvoucasticovou ¢ast je potfeba vyjadfit maticové elementy

<ab’v(2) ’cd> = <ab

i l%("l)lﬂd(l‘z), (18.1.3)

cd> /d3 r d3r2¢a("1)¢b( 2)

kde
Ua(r) = Ynim(r)xs = Ru ()Y (6, 8) xs (18.1.4)

Provedeme nésledujici zanedbdéni:
* Omezime se na s-orbitaly, tj. na orbitaly / = 0.
* Omezime pocet bazovych vektortina n < nmax = 4.
¢ Zanedbdvame spin-orbitdlni vazbu.

Béazové funkce budou tedy dény jen radidlni ¢asti vinové funkce,

1
lr//as(r) = _RaO(r) |S> (1815)
Var
(polomér je vyjadien v jednotkach Bohrova poloméru, hlavni kvantové &islo jsme oznadili pfimo a,
1/V4r je piislugna kulova funkce YO(O)). Tato aproximace bude fungovat nejlépe pro atomy helia a
beryllia, jejichZ zaplnéné orbitaly jsou 1s, respektive 1s2s. Jednocasticova baze tedy bude mit ng = 8
ortonormadlnich stavii (pro kazdé a < 4 dva spinové stavy).

1. Napotitejte maticové elementy (ab[V?|cd), tedy integraly soucinii &ty¥ vlnovych funkci
nasobenych interakci 1/|r1 — r2|. Pocet maticovych elementti v zadané bazi bude 4% = 256.

2. Vytvofte pocitacovy program, ktery vypocitd zadkladni stav atomti He (Z = 2), Be (Z=4)a O
(Z = 6). Postupujte podle nasledujiciho itineréare, ktery kopiruje postup popsany v teoretickém
tavodu.
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18.1 Zékladni stavy lehkych prvki 18 HARTREE-FOKOVA METODA

(a) Predpokladejte, Ze zndte matici Cp., a vytvoite rutinu pro vypocet matice v podle
vztahu (18.0.9).

(b) Napocitejte matici jednocasticového hamiltonidnu
- (1) ,  HF
hae =tac +Vae +Vge - (18.1.6)

(c) Tuto matici zdiagonalizujte, tj. vyfeste rovnici (18.0.12). ObdrzZite ng jednocésticovych
energii a odpovidajici vlastni stavy. Vlastni stavy sefad’te vzestupné podle jejich energii.
Ziskéate tak novou verzi matice C,,..

(d) Spocitejte odhad energie zdkladniho stavu EgIF podle (18.0.13) na zdkladé jednocéstico-
vych stavii z pfedchoziho kroku.

(e) Vypocet opakujte od bodu (a), pficemz za matici C,,. vezméte tu spocitanou v bodé (d).
(f) Vypocet ukoncete ve chvili, kdy se ve dvou po sobé jdoucich iteracich budou energie
E}F od sebe lisit o méné nez 6 = 1076,

Matici C,, mtZete na poc¢atku volit jednotkovou, nulovou, vyplnénou ndhodnymi ¢éisly nebo
nécim tplné jinym ¢iselného charakteru. P¥i psani programu nezapomerite na spinovy stupen
volnosti. (Diky tomu, Ze zanedbavame spin-orbitdlni vazbu, budou v8echny jednocasticové
stavy dvakrat degenerované.)

3. Porovnejte ziskané energie s pfesnymi hodnotami (v atomovych jednotkach)
Eo[He] = -2.904, Eo[Be] = -14.67, Ep[C] = -37.88

a s hodnotou vypoctenou pro helium v ptikladu 17.5 po zapocteni poruchy zptisobené inter-

akci elektrond,

5 11
E{1|[Hel=—-4+ - = ——.
11[He] *1 1

Vysledek podle Hartreeho a Foka by nemél byt moc mimo.

Toto je esence Hartree-Fokovy metody, kterd se pouzivd v jaderné, atomové i molekulové fyzice.
Jediny rozdil je v pouZitych bazovych funkcich a interakcich.

Resent:
Radidlni ¢ast vinové funkce je
Z g 1 27Zr Zr
Rao(r) =2 () L(l,,] (I) ei/’i's (18.1.7)
a a

kde L} (x) je pfidruZeny Laguerrv polynom. Integral pro maticovy element (18.1.3) vychazi

<u/7

kde integral pfes tihlové proménné je

2

v

1 o0 o0
('(/> = ﬂ/ r2dry / r3dra Rao(r1)Rpo(r2) I(r1,72) Reo(r1)Rao (r2), (18.1.8)
0 0

[(l"l,l‘z):/ dQl/dQZ ! (1819)

lr1 = ra

1

2 T
:47T/ d(zﬁ2/ sin 6d6 (18.1.10)
0 0 \/
2

1‘12 + r% —2rirpcosf

8
= X (1 +r—lr —ral) (18.1.11)

riry

(soufadna soustava je pfi vypoctu tohoto dvojného integrdlu orientovédna tak, Ze osa z; miff do sméru
vektoru rp).
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18 HARTREE-FOKOVA METODA 18.1 Zakladni stavy lehkych prvki

Pro exlicitni vypocet maticovych elementt (ab|V? |cd) lze vyuZit naptiklad program Mathema-
tica. Pouzity kéd je na adrese http://pavelstransky.cz/cvicenikt2/RadialIntegral.nb,
vysledné maticové elementy jsou uloZeny v souboru http://pavelstransky.cz/cvicenikt2/
radial.txt. V fadcich jsou po fadé hodnoty hlavnich kvantovych &isel a, b, ¢, d < nmax a hodnota
odpovidajictho maticového elementu. Dilezité! Maticové elementy jsou pocitané pro vodik Z = 1. Pro
atom s protonovym &islem Z je nutné je timto ¢islem vyndsobit.

Koéd napsany v jazyce Python poéitajici energii zakladniho stavu najdete na adrese http://
pavelstransky.cz/cvicenikt2/hf.py

M

Hartree

. Field 3-fallow~

(animals graze) -

e AT
AT B

AW\ ~ nhﬂ_ -

A Pl
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A WKB APROXIMACE

A WKB aproximace
WKB®? je kvaziklasicka aproximace jednorozmérné Schrodingerovy rovnice
hz "
o (0 + VW () = By (). (1.0.)

Rovnice se pfepiSe do tvaru

2
Y (x) = —’;L—zw(x), (1.02)

p=+\2M[E - V()] (1.0.3)

je klasickd hybnost ¢astice. VInova funkce se ndsledné hledd ve tvaru

kde

W(x) = A(x) ehS™), (1.0.4)

kde obé funkce A(x), S(x) jsou redlné; udavaji tedy amplitudu a fazi. Dosazeni do Schrddingerovy
rovnice (1.0.2) vede na dvé rovnice (jednu pro redlnou a druhou pro imagindrni ¢4st)

2 A (x) re2 2
I iw [S"(x)]° =-p~, (1.0.5a)
2A"(x)S" (x) + A(x)S” (x) = 0. (1.0.5b)
Reseni druhé rovnice je
[A%(x)$"(x)] =0 = A() = o o (1.0.6)

V prvni rovnici se zanedba ¢len h? a navic se predpokldda, Ze ,oscilace” amplitudy A(x) jsou
mnohem mensi nez amplituda sama. Tim se rovnice zjednodusi a funkci S(x) 1ze nalézt integrovanim

[8"(0)]% = p? - §(x) =+ |p(x)] = S(x) = i/ lp(x")] dx’, (1.0.7)

coz je vyraz pro klasickou akci.
WKB vlnova funkce mé tedy tvar

i L lP GO Ly o= [ lpGIdx | (1.0.8)

v = ——|ce
Vip ()|
kde x je libovolny bod, od kterého se integruje, a C, D jsou normaliza¢ni konstanty (zména inte-
graéni meze xo pouze zméni celkovou fazi vinové funkce).

V kinematicky nedostupné oblasti, ve které je E < V(x), vlnova funkce pfejde od oscilujiciho
feSeni k exponencidlné ubyvajicim feSenim

) = ——
SN

1 rx ’ ’ _1rx ’ ’
E el Il PO g Ly P ldx } (1.0.9)

Linearni navazovaci podminky

V bodech obratu p(x1) = 0, které ohranicuji kinematicky dostupnou oblast, vinova funkce WKB
aproximace diverguje. VInova funkce je pfitom nenulova vné i uvnitf kinematicky dostupné oblasti,
a je proto nutné ji pfes bod obratu sprdvné navazat. To l1ze provést bud’ pres komplexni rozsifeni
soufadnice [12], nebo pfes aproximaci potencidlu v okoli bodu obratu. Pokud p’(x12) # 0 a zaroven
p’(x) je spojitd v bodech x1 5, pak se potencidl v okoli bodi obratu aproximuje linedrni funkci, pro

kterou je zndmo pfesné feSeni Schrodingerovy rovnice ve tvaru Airyho funkei [10].

62Metodu rozpracovali fyzici Gregor Wentzel, Hendrik Kramers, Léon Brillouin (1926) a paralelné matematik Harold
Jeffreys (1923), nékdy se proto téZ nazyva JWKB nebo WKBJ metoda. Poprvé ji vSak popsali o stoleti diive Joseph Liouville
a George Green (1837) a v nékterych zdrojich se tudiz uvadi jako LG metoda. Pfinos autortt WKB]J byl v zavedeni
navazovacich podminek v bodech obratu.
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(@) ®

I

>
>

1 X

Obrazek 26: Body obratu pro navazovani WKB vInovych funkci.

* V bodé obratu x1, ve kterém potencial klesa, V' (x1) < 0, viz obrazek 26(a), se méni faze vinové
funkce o 7 a zdvojnasobuje se amplituda u sinové casti:

Y, (x) = 1 o4 PGl (1.0.10a)

Ip(x
3 [ pnan e
ity T 4

~

2C4

(1.0.10b)
lp(x)

sin

Yy, (x) =

C X ’ ’
Y, (x) = | z) en [ IP()ldx (1.0.11a)
pP\X

1 X
Y, (x) = _G cos [ﬁ/ p(x")dx’ +% , (1.0.11b)
X1

Vip()l

kde oblast II; odpovidd x < x; a oblast I; odpovida x > x;. Integra¢ni meze v integrédlech
jsou zvoleny tak, aby spodni mez byla vzdy mensi neZ horni mez, a tedy integrace probihala
postupné zleva doprava.

* V bodé obratu x,, ve kterém potenciél roste, V' (x2) > 0, viz obrazek 26(b), je analogicky63

X2
Y, (x) = |26(‘2)|Sin [%‘/ p(x’)dx’+% , (1.0.12a)
p\x X
L p(x)dx’
Y, (x) = SR U , (1.0.12b)
lp(x)]
nebo
1 [r*
Y, (x) = IC? )lcos[ﬁ/ p(x')dx'+% , (1.0.13a)
px X
LM p(x)dx’
o, (x) = —2 F Jo P01 (1.0.13b)

lp(x)]

kde oblast I, odpovidd x < x; a oblast II; odpovidé x > x;.

63Navazovaci podminky (1.0.12)-(1.0.13) jsou samoziejmé zcela ekvivalentni podminkdm (1.0.10)—(1.0.11) a zde jsou
vypsany jen pro tplnost a pro rychlejsi referenci v piikladech.
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Kvadratické navazovaci podminky

V ptipadé kvadratické bariéry 1ze navazujici podminky pfed a po bariéfe vyjadfit naptiklad v
tomto tvaru:

e 7€ V1 + e 27e

ei%/;cap(x’)dxl¢i% +C ejriﬁ/xap(xf)dx&u eiigb(e),wn(x) —

c
Vp(x) Vp(x) \p(x)

o

i X .
e:t% fb p(x')dx'+i% ,

Yi(x) =C
(1.0.14a)

pficemz v piipadé hornich znamének odpovidd prvni vina odraZené ving, druhd vlna dopadajici
vIné a tfeti vlna proslé viné. Dodate¢ny fazovy posun ma vyjadfeni

é(€) :e+argF(%+ie) —elnlel. (1.0.15)
Uvedeny vztah plati pod i nad bariérou, kdy se do integrdlt akce dosadi ¢ namisto a a b.

Bohrovo-Sommerfeldovo kvantovani

Omezme se nyni na vdzané stavy, tj. na stavy, jejichZ vinova funkce ¥ (x + o0) = 0. Vyskytuji-li se
na zadané energii jen dva body obratu, pak musi platit 1, (x) = ¥1,(x), coz je splnéno, pokud

e (1 =, azaroven

1/~ n 1 [* n
in [— dx + —| =sin |- Ndx' + — 1.0.1
sin h‘/x1p(x)dx+4 sin h-/x p(x)dx+4, (1.0.16)
neboli . | pe
7—1/ p(x')dx'+%+n7r=i—_1/ p(x')dx’+%, (1.0.17)
X1 x
nebo vhodnéji pokud
e (1 =—-(Cy azaroven
1 r* Vs 1 /* n
in [— Ydx' + —| = —sin | = Ndx' + — 1.0.1
sin h/x1p(x)dx+4 sm[h/x p(x)dx+4, (1.0.18)
neboli 1 e 1 e
n n
- Ndx" + — =—= Ndx" - —. 1.0.19
P pwde s = [ penay -] (1019)
Z posledni rovnosti plyne Bohrova-Sommerfeldova kvantovaci podminka
X2 1
j{p(x')dx' = 2/ p(x)dx" =2nh (n+ E) A (1.0.20)
X1

kde n € Ny. Tento vyraz plati jen pro ,mékké” body obratu. Za kazdy ,tvrdy” bod obratu (odraz o
nekoneéné vysokou bariéru) je nutné do zavorky ptidat jesté 1.

Znaceni: Pro zjednoduSeni notace se v nasledujicim textu budou vyuZzivat substituce

C
A(x) = N (1.0.21a)
Sh = % /a ’ lp(x')] dx". (1.0.21b)
Navazovaci podminky (1.0.10) se pak kompaktné zapisi jako
Y, (x) = A(x) e S, (1.0.22a)
Y, (x) = 24(x) sin [S§1 + ;—r] . (1.0.22b)
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A.1 Nekonec¢né hlubokd pravotihld jdma se schodem

A  WKB APROXIMACE

A.1 Nekonecné hluboka pravotihlad jama se schodem

v
z

astice o hmotnosti M se pohybuje v potencidlu
o x<0
Vo O<x< %

0 %<x<a
0 X >a

V(x) =

viz obrazek 27. Naleznéte WKB vInovou funkci a spektrum pro E > Vj.

El 1 I V(x

0 a2 a x

(1.1.1)

Obrazek 27: Nekoneiné hlubokd pravothla jama se schodem. Potencidl ¢ervené. Modfe zobrazena 14. vinova
funkce pro hodnoty parametrtia = Vp =2, M =1, h = 0.1. P¥islusnd energie je E14 = 3, 52.

Reseni:
Kinematicky dostupné oblasti ozna¢ime

L O<x<—=,

II: %<x<a.

Klasicka hybnost v téchto oblastech pak je

p1=V2M (E - Vp),

P11 = 2ME

(1.1.2a)
(1.1.2b)

(hybnost je v uvedenych intervalech konstantni, nezavisi na soufadnici). Zintegrovani v mezich (0, x)

d4 akci

X
Si(x) = / pidx” = xpi,
0

a

2 , x ,_a a
St (x) —/0 prdx +[ pudx” = SpPrt (X - E) P

2

VInova funkce tedy je

+ D cos
h h

St (x) . SII(X)]

nix) = lcSm Si00) Sl<x>j |

1
Vlip1l

D
h o8 h

Y (x) = [C sin

|pul

1.4
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(1.1.3b)

(1.1.4a)

(1.1.4b)



A  WKB APROXIMACE A.2 Harmonicky oscildtor

(komplexni exponencialy byly rozepsany pomoci funkci sin, cos). Diky tomu, Ze se obé akce po¢itaji od
stejného pocate¢niho bodu xg = 0, jsou konstanty C, D pro vlnové funkce v obou oblastech stejné.
V dalsim kroku se aplikuji okrajové podminky:

Y1(0) =0 = D =0, (1.1.5a)

Su(x) _
n =

Yi(a) =0 = ;
)

(1.1.5b)

Z druhé rovnice vyplyva postupné

St(x) = nn

% l\/ZM(E Vo) + \/ZMEI —

V. Z}LZ
E—iﬂ/E(E Vo) =2 —
a
———

E£O

“n

V
EQ —E+ ?0 = VE(E - Vp)

v V2
En = E = E]SO) + J 0(0) s
2 16E\

(1.1.6)

kde EL”, n e N oznacuje n-tou hladinu nekone¢né hluboké pravothlé jdmy. Pro energie dostate¢né
vysoko nad Vp vymizi posledni ¢len, coZ znamend, Ze ¢astice se pohybuje, jako kdyby se schod
rozprostiel po celé sifce jamy a dno jamy se tak zvedlo o Vj/2.

Explicitné vyjadiend vinovéa funkce je

c . \/2M (En - VU)
lI/I,n (X) = sin X, (]1751)
V2M (En - VO) h
: 2M (E,, -V, RV, "
Ui (x) = ———— sin ( Va  VMEn( _ ! ; (1.1.7b)
' \2ME, h 2 h 2

kde energie jsou dany vzorcem (1.1.6).
WKB vInové funkce neni spojitd v bodé x = 7, coz je patrné z ptikladu na obrazku 27.

A.2 Harmonicky oscilator

1. Pouzitim WKB metody naleznéte spektrum a odpovidajici vinové funkce jednorozmérného
harmonického oscildtoru popsaného (jiz zndmym) Hamiltonidnem

1

I>

p += MQZ 2 (1.2.1)

(M je hmotnost ¢astice, ktera se v potencidlu pohybuje, Q tthlova frekvence kmitti).

2. Nakreslete graf vlnové funkce pro dvacatou energetickou hladinu (n = 20) a porovnejte s pies-
nou vlnovou funkci, ktera je feSenim Schrodingerovy rovnice a ktera je ur¢ena Hermitovymi
polynomy

MQ 1 > MQ
_ 4 -& = -
Pn(x) = h oo Hy(&)e s, ¢ . (1.2.2)

3. Na zakladé tohoto srovnani diskutujte pfesnost WKB metody.
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A.2 Harmonicky oscildtor A  WKB APROXIMACE

V(x)

X
Obrazek 28: Potencidl harmonického oscilatoru s vyznacenymi oblastmi pro WKB feSeni.

Reseni:

Potencial harmonického oscildtoru je zndzornén na obrazku 28. Body obratu jsou +a, kde

| 2E

VInové funkce v oblasti I (III) musi byt WKB vlna, kterd ubyva pro x — —co (x — o0), takze

1

e~ L IPOGNDIAY 2 g oI (1.2.4a)

s

vi(x) =
: POl

ym(x) = e, (1.2.4b)

kde jsme pouzili znaceni (1.0.21b). Klasickd hybnost je

p(x) = \/ZM (E - %MQZXZ). (1.2.5)

Pomoci sesivacich vztahti (1.0.10) se napoji vinova funkce v oblasti I1:

P I L S PR
Ym(x) =2Asin [[_u + 4] =21"sin [IX + 4]. (1.2.6)
Vychazitedy 4 = -1" a
¢, =7r(n+ %) (1.2.7)

coz je Bohrova-Sommerfeldova kvantovaci podminka.
Zbyva spocitat integral

(1.2.8)




A  WKB APROXIMACE A.2 Harmonicky oscildtor

pficemz primitivni funkce k poslednimu integralu je

1-y2dy = y =sinz V1 —sin?z cos zdz
dy = coszdz| ~

1+ cos2z 1 1
_ 2 _ S — Zgi
—/cos dz—/ > dz 2(z+251112z)

1 1
=5 (z+sinzcosz) = 5 (arcsiny +y4/1 - y2) , (1.2.9)

takze

X2
E o
I = ) [arcsmy +y4/1 -2 N (1.2.10)
Po dosazeni vyjadfeni tohoto integrdlu do kvantovacich podminek (1.2.7) vychdzi
E 1 1
a _ = - _ - — =
¢, = hgﬂ' 7T(I’l+ 2) = E, = hQ (n+ 2), (1.2.11)
coz je pfesné spektrum harmonického oscilatoru.
Zbyva urcit jesté vinové funkce. V oblasti Il je
a_q
_o1sind £ - h-y2|® & F
(//H(x)—Z/lsm{hQ [arcsmy+y 1-y ]X +4}
=24sin il resin = - 241 - +2
S |2 T A T 2T s
———
arccos 2
2 E 2
= — sin arccos LY R Iy (1.2.12)
Jr(x) hQ a a| 4

V Kklasicky zakdzanych oblastech I a Il vychazi integral

*2

2= / Y2 -1dy=— [ arccoshy+yw/y2—1] :1

a

X
a

hQ[ ln(y+ y2 - )+yF] (1.2.13)

takze
-1
E
Y1(x) = (-1)"2exp ~ —In (y + \/yz - 1) +y\/y2 -1
[ —
In(-z)=In|z|+inx ES
E ln(—§+1/"—2—1)+§ ﬁ—1}
-V C( I o S (1.2.14)
p(x
a
a —L£ —arccosh % +% x—z—l]
Y (x) :Ae—%[—arccoshyﬂcvyz—l]l _ Le 7a 2 (12.15)

lp(x)]

Konstanta C se urci z normalizace, pficemz pro n velké a h = Q = M = 1 konverguje k hodnoté

C — 1/V2n.

Neékolik vInovych funkci je zndzornéno na obrdzku 29. Je vidét, Ze kromé bodu obratu WKB vInova
funkce velmi pfesné aproximuje pfesnou vlnovou funkci harmonickému oscilatoru.

1.7
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Obrazek 29: VInové funkce harmonického oscildtoru s Q = M = h = 1 pro energie Eg = 3, Es = 5, E1g = 3,
Ei5 = 3. Pfesné vlnové funkce dané Hermitovymi polynomy jsou zobrazeny ¢ernymi plnymi ¢arami,
odpovidajici WKB aproximace jsou zobrazeny modrymi plnymi ¢arami (WKB vInové funkce diverguji v
klasickych bodech obratu, tj. v bodech, kde E, = V(x)). WKB vInové funkce jsou normalizované faktorem

1/V27.

A3 arozpad
Rozpad «, naptiklad rozpad radia na radon®

T1/2:3.6 dni
224 220 4
24Ra —  29Rn+iHe (1.3.1)

1ze popsat modelem zaloZenym na WKB aproximaci, ktery i pfes svoji jednoduchost davé predpo-
védi, které kvalitativné souhlasi s experimentem. Pfedstavme si, Ze o ¢astice vdzana v jadfe tuneluje
Coulombickou bariérou. Cely problém popiSeme jednorozmérnym potencidlem (viz obrazek 30)

-V ro |x| <a
V(x) = {ZQZY P (13.2)

=== pro |x| > a,
kde Z je protonové ¢islo jadra, Z, = 2 protonové &islo « Castice, Vp je kladny parametr, y = ahc = 4;250

a a je konstanta jemné struktury.
1. Ve WKB ptiblizeni odvod'te tzv. Gammouviiv koeficient priichodu
2 b

T =exp [_ﬁ/ |p(x)] dx} A (1.3.3)

kde |p(x)| je absolutni hodnota ,hybnosti” ¢astice v klasicky nedostupné oblasti vymezené
body a, b, které ohrani¢uji bariéru.

2. Naleznéte T pro uvaZovany model « rozpadu.

64Pouzita notace je éX, kde A = N + Z je celkovy pocet nukeont nuklidu X, N je pocet neutronii a Z pocet protonti =
néboj jadra.

1.8
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-V

0

0 a b X
Obrazek 30: Tunelovani « ¢astice o energii E, z jadra pfes Coulombickou bariéru.

3. Stfedni dobu Zivota lze aproximovat vztahem 7 = ﬁ, kde P, je pravdépodobnost, Ze se v

jadfe vydéli o ¢astice (budeme pfedpokladat, Ze tato pravdépodobnost bude pro uvazovana
jadra = 1) a R je pocet ,ndrazi” « ¢astice na bariéru za sekundu. Odhadnéte R a spocitejte 7 a
polocas rozpadu T ;.

Pro polomér atomu pouZijte ptiblizny vztah a = agVA, kde A je atomové &islo a ag = 1,2 fm.

4. Porovnejte ¢iselné s hodnotami tf1 izotopti s polocasy rozpadu

|izotop [E(MeV) [ Tip |

UINd [ 18 [2-10" et
zggRa 5.7 3.6 dne
2§42Po 8.8 0.3 us

5. Urcete de Broglieovy vlnové délky a ¢éstic v jadrech z tabulky a porovnejte je s rozméry jadra.
Je WKB aproximace oprdvnénd?

Reseni:
1. Proces tunelovani se rozdéli na tfi oblasti:
e OblastI: x < a, E > V(x), vnitfek jadra.
e OblastIl:a < x < b, E < V(x), Coulombicka bariéra.
e OblastIIl: b < x, E > V(x), oblast vné jadra.

V oblasti III vné jadra je nenulova jen ta ¢ast vinové funkce, kterd odpovidé proslé castici
vzdalujici se od atomu,

Y (x) = e Jo PG T — ) i (1+)
|p(x)]
= Acos [I}f + %] +1idsin [I}f + %] (1.3.4)

kde je vyuzito znaceni (1.0.21b). Do vyrazu byla navic pfiddna faze /4, coz usnadni nasledné na-
vazovani vinové funkce. VInova funkce v oblasti II se ur¢f pomoci navazovacich vztahi (1.0.10)—
(1.0.11),

b

dn(x) = el +%/1 eIV (1.3.5)

1.9
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Pomoci rozepséani integralu

b b X
/:/ —/ = (N O ] (1.3.6)

a zkrdceného oznaceni

~
S
Il

Fzelt = e k[ Ipx)ldx, (1.3.7)

vlnova funkce pfejde do tvaru
() = L eld Ly p el (1.3.8)
nx) =& > . 3.
Do oblasti I se nasledné navadze pomoci sesivacich podminek (1.0.12)—(1.0.13):

Ui(x) = — sm [1" ﬂ] + %/chos [I; + %]

4
1 F)\ iz a 1 F\ 4= 1 iJa
=-C (— - —) e't ells +iC (— + —) e 't e ¥ (1.3.9)
Fod IP(X)I Foa lp(x)]
— —
A B
Transmisni koeficient tedy vychézi
2
C 1 ’
=l = — ~ F?, 1.3.10
< (13.10)

pfi¢emz posledni rovnost plati za pfedpokladu F < 1, coz musi byt spInéno, aby bylo viibec
mozné pro tento typ tlohy WKB aproximaci pouzit. Dosazeni za F da hledany Gammovv
faktor (1.3.3).

2. Do pravé odvozeného Gammova vztahu pro pravdépodobnost priniku bariérou dosadime
potencial (1.3.2). Klasicka hybnost « ¢astice o energii E,, v oblasti Coulombické ¢asti potencidlu

je
p(x) = \/ZM (Ed - Z”XZY). (1.3.11)

Prvni bod obratu a odpovidd poloméru jadra, druhy bod obratu se vypocitd z rovnice

V(x) = E, — b= % , (1.3.12)
takze
IZ:%L 1o ()] dx = \/ZME / \/z Zy_ldx dxu _bxdu
ZZ)/ 2M b ld”_du—zydy‘

x:b
= 2K/ 41 -y2dy, (1.3.13)

coz je tentyz integrél jako u WKB feSeni harmonického oscilatoru (1.2.9) s primitivni funkci

15 =k |y{J1 - y2 +arcsiny
L X=a

, 1
=k \/ﬁ\/1—u+arcsin\/ﬁ] =
| u=4
a la a
=K arccos\/;— ;A (1 - Z)l . (1.3.14)

1.10

y=b




A  WKB APROXIMACE A3 arozpad

Pravdépodobnost priniku tedy vychazi

3 2Z,Zy |2 a a a
T_exp{ " ‘/Ea arccos\/; 1/b(l b)l}

kde b je dano vzorcem (1.3.12) a a je polomér jadra spocteny pomoci vztahu uvedeného v zadani

(1.3.15)

ptikladu.
3. Pocet ,ndrazti” « ¢astice na bariéru se odhadne jako
R=22 (1.3.16)
2a

kde v, je rychlost « ¢éstice v jadfe. Tu uréime z kinetické energie. Sta¢i pocitat pomoci nerelati-
vistickych vztahti, protoze rychlost vylétavajicich « ¢astic je mald ve srovndni s rychlosti svétla,
jak se 1ze presvédcit z tabulky niZe:

Eo =V /2M, (1.3.17)

pficemz energie je ddna jako rozdil klidové hmotnosti May jadra vstupujiciho do reakce a klidové
hmotnosti produktti (jadro Ma-sy + jadro helia MgHe)

1
Ea= (Myx = Mycsy = My (1.3.18)
Rychlost tedy vychézi
2(Eq+V,
Vg = w/% (1.3.19)
a z ni stfedni doba Zivota
2a / M
Polocas rozpaduje Ty, = TIn 2.
4. Vysledky pro zadané izotopy jsou v nésledujici tabulce:
. Eq a b va | b Tip
1Z00P | (\evy | (fm) | (fm) | € | B (5) B2
HONd 1.8 6.3 96 [0.17 120 [72-107° [ 2.4-10% | 7.6-10% let
i Ra 5.7 7.3 45 1017 [ 73 [2.3-107°% [ 8.5-10° | 98000 dni
410 8.8 7.2 28 | 0.18] 43 [31-107 [59-10* | 590 pus

Tento velmi zjednoduseny vypocet tedy davd o nékolik fadt delsi polocasy rozpadu, nez jsou
naméfené hodnoty ze zadani pfikladu. Mnohem lepsi shody se dosdhne, pokud se uvazuje
ap = 1.6 fm, coz v sobé mtize zahrnout difuzivitu jaderného povrchu.

5. De Broglieovy vinové délky a ¢astic jsou

Pa _ Mva
=== = . 1.3.21
to=te = (1321)
Ciselng
| izotop [ 14 (fm) |
"ONd [ 032
i Ra 0.31
212
1 DO 0.30
tedy asi 40 krat mensi nez je rozmér jadra.
Pozndmka: Pro a < b 1ze aproximovat
a a az T a a T a
— =T =R A= =24 1.3.22
arCCOS\/; \o 272 \/;\/; 2 \/; (1:322)
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Pak
2
InT=In = +2l(/f
Ve
2a9VA 2ZoZy |2M
=1In aoVA + 4 [ﬂ Ry E(,,Ailij (1.3.23)
\V2(Eq+ Vo) M h Eq |2 Zay

a pro tézkd jadra, pro ktera plati A ~ 2Z, dostaneme

1 1 2 2ZoyN2M 1t Z V2ZoyaoM o
Int=-InZ+-In2+1In D, 4 X2 W NZdOT (p7d (1.3.24)
3 3 2(Ea-Vo) h 2\E h
M
To je v souladu s experimentdlné pozorovanou zavislosti
| Z 2 .
(In T)exp =C VE. —-Z3|-Cy. (1.3.25)

A.4 Dvojita symetricka jama

E V(x)

M1

b -a 0 a b x
Obrazek 31: Potencidl dvojité symetrické jamy.

Castice o hmotnosti M se pohybuje v sudém dvoujamovém potencidlu V(x) = V(-x), viz
obrézek 31. Kdyby byly obé jamy oddélené nekone¢né vysokou bariérou, vSechny energetické
hladiny by byly dvakréat degenerované a odpovidajici vinové funkce by byly sudé a liché. Diisledkem
nenulové pravdépodobnosti tunelovani pfes bariéru, kterd je v obrdzku oznacena jako oblast III,
vSak dojde k interakci mezi hladinami a rozstépeni téchto degenerovanych dubleti.

1. Naleznéte vztah pro vzdalenost AE mezi hladinami v dubletu pro obecny symetricky dvouja-
movy potencidl.

2. Urcete tuto vzdalenost pro specidlni potencidl ve tvaru
2 2
V(x) = % (x2 - xg) , (1.4.1)

kde xg urcuje x-ové soufadnice minim, g je konstanta. Pfedpoklddejte, Ze energie je dostatecné
hluboko v jamach, kde 1ze potencial V(x) aproximovat potencidlem harmonického oscildtoru.

3. Srovnejte ¢iselné s vysledkem tikolu ze 3. cviceni zimniho semestru.

1.12
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Reseni:

1. Tunelujici systém se rozdéli na pét oblasti podle obrazku 31. VSechny vypocty budou ve zkracené
notaci (1.0.21b). Vyuzivat se budou navazovaci podminky (1.0.10)—(1.0.13).

® V oblasti I musi vinova funkce exponencidlné ubyvat pro x — —oo, takze

-b , , _
Yi(x) = e wl IPODIAY _ g o=l (1.4.2)

|p(x)]
* Do oblasti II se vinovou funkci napoji pomoci vztaht (1.0.10)—(1.0.11):

Ya(x) = 2Asin [Ifb + %] (1.4.3)

VInovou funkci je nyni potieba upravit do takové formy, aby bylo mozné pro navazani do
oblasti III pouzit vztahti (1.0.12)—(1.0.13):

y(x) =21 sin [I:;j Y L Z]

sin (a+b)=sin a cos b+cos a sin b

(1.4.4)

——

. —-a —-a T —a .- —a T

=2A{sinl”} cos [—Ix +—] +cos I sin |- +—

4 . 4
S c

Je nutné oSetfit i znaménko — pred integrdly v argumentech sinu a cosinu. K tomu se
vyuziji vztahy

U] cos suda T s s
CoSs [—I+ Z] = Cos [I— Z] = Ccos [1+Z _E]
| ——

cos (a+b)=cos a cos b—sin a sin b

= cos |1+ %] cos (-5 ) ~sin |1+ % | sin (-]

2 4 2
——— ———
0 -1
, n
= sin [I + Z] , (1.4.5)
a analogicky
. n n
sin [—I + Z] = Cos [I + Z] . (1.4.6)
VInovou funkci v oblasti II l1ze tedy zapsat ve tvaru
in a4 7 0 T
Ui (x) = 24 {Ssm [Ix + 4] +Ccos [Ix + 4]}. (1.4.7)

* Do oblasti III se posuneme za pomoci se$ivacich vztahti (1.0.12)—(1.0.13) a vinovou funkci
ihned upravime pro navazani do nésledujici oblasti IV:

Y (x) = AS e e 421Cela
= AS e Fa eli 420C e e7I¥

——
F

= ASF el¥ +MTC e (1.4.8)
* V navazovani se pokracuje dale do oblasti IV pomoci vztahti (1.0.10)—(1.0.11):

42C
Yy (x) = ASF cos [Ijj + %] 7 sin [12 + ;_r]
T

42C Pis
:/lSFcos[IZ—IfC’+Z] +Tsm[12_1i7+z]

= ASF {Csin [Ii’ + %] - Scos [If + ;—r”

+4/1TC {Ssin [[f+%] + C cos [If+%”
= ASC (F + %) sin |12 + ﬂ +2 (—SZF + g) cos |12+ %] . (1.4.9)
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VyuZziva se zde sudosti potencidlu, diky niz

V(x) =V(-x) = p(x) = p(—=x) = I, = IZ. (1.4.10)
* Posledni navazovani do oblasti V se provedeme opét pomoci vztahii (1.0.12)—(1.0.13)
2
Yy (x) = e (F + %) el 42 (-52F + 4%) elb (1.4.11)

| —

Z

Celkova vinova funkce musi byt normovatelna (kvadraticky integrovatelnd), tj. nesmi divergovat
pro x — co. Musi byt tedy splnéno Z =0, tj.

S§2 = g
FZ
C 1
— =+-F 1.4.12
) ( )
To po dosazeni za S, C a F vede na rovnici

1 rb 1 a
cotgy [ pod = ek Lulreres (1.413)

Nasledovat bude nékolik aproximaci. Pfedné budeme pfedpokladat, Ze prostupnost bariéry III
je mald, takZe F = 0 a Ize psat

+1F~ t —1F+ +1
*5 ~ cotg +2 m\n 51

kde n € Ny. To vede k rovnici (kvantovaci podmince)

b
%/a P(x)dxzn(n+;)+%e 7 Lalp(oldx

(1.4.14)
(1.4.15)
Kdyby nebylo tunelovani mezi dvéma jamami, spektrum E 0 by na zdkladé Bohrova-Sommerfeldova
kvantovéni (1.0.20) bylo dano rovnici

/b \/2M [E,(,O) - V(x)] dx = 7h (n + %) .

Ve skute¢nosti vSak dochdzi k tunelovani a spektrum je dano rovnicf (1.4.15). Ozna¢me

(1.4.16)

E,=EY +e (1.4.17)
a rozvinme levou stranu rovnice (1.4.15) okolo E (O).

%/ \2M [E, =V (x)] dpéf p(GE@)dx + &

0
. aE( S EYdx + -
p(XEy)

~ 7 ( )+ ZM/ \/ : (1.4.18)

oM E(O) V(x)]

/'b dx _1 dx _ T
a v 2P v0T2

kde T odpovida periodé klasické trajektorie na energii E” (ahlova frekvence je Q = 2n/T)
Dosazeni do (1.4.15) vede k jednoduchému vztahu

Q
e=+—F

1.4.19
o= ( )
z néhoz lze urcit rozstépeni hladin jako

AE, = [ o=k [ Ip(oldx |
Vs

(1.4.20)
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2. Za predpokladu, Ze se ¢astice nachazi na energii dostate¢né blizko dnu jamy, 1ze potencial (1.4.1)
rozvinout okolo x:

82 2 2 82 2.2
V(X)=§(X+x0) (x = x0) =§(y+2m) y

R
y

~1“2—1M9“ 1.4.21

~zgxoy—z > (1.4.21)

takZe pohyb hluboko v jamé pfiblizné odpovida periodickému pohybu harmonického oscilatoru
s frekvenci

8X0
Q="— (1.4.22)
VM
a spektrem
E, = hQ (n + %) . (1.4.23)

Body obratu (feSeni rovnice V(x) = E,) pak jsou

¢ o {%(H%) (1.4.24)
[
a=xo=4/5o (1.4.25a)

b= g+ (1.4.25b)

a specialné pro zékladni stavn =0

o)

<
0

Integral z kvantovaci podminky (1.4.15) je

a 2 2
hI®, = 201§ = 2/ \/ZM [% (3-x2) - %hg] dx
0

:/a g \/ﬁ(x(z)—xz) 1—%—de
0

2
S~— 2 xz_xz)
2V “ (0
aMQ(XZ—xz) a
0 hx
z/ — " dx-2 Z—de
0 X0 0 x5 —x?
“ MQx? hi I
.
0 X0 Xp—X Xp+Xx

3 a

- [nggx - % +hiln (xg — x) = filn (xp +x)

0
3

h MQ h h
= MQx, | — = = |xg =/ — Alny/——
O(xo mel” 3 (" Yual T O "™Vua
e
Mox] s (7.3 hlnmﬁhln%,l%
~—3 (*g m+7m)
0
h
— hln|2xg — 1/ —
n( V7o)
hlnx0+h1n(27x1—0,l%)
2MQx2 h 5
0 2
~ —h+hin, |——+0(h3), 1.4.26
3 " AMQx2 ( ) ( )

za predpokladu, Ze Planckova konstanta 7 je oproti ostatnim veli¢inAm maly parametr.
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Po dosazeni do (1.4.20) vychazi pro vzdalenost hladin v dubletech

_gja QfL 4MQ’C w:mU 2 hg3 o 2””“0
I,“ +1 _ +1
a\ M

hgdxS  airexd
AE = 2\/? L (1.4.28)

a to i pfesto, Ze integral /¢, v ni vych4zi stejné jako zde. Tento vyraz AEj nicméné lépe souhlasi

s pfesnéjsimi metodami, viz nap¥. nasledujici bod.

AEy = (1.4.27)

Sbirka [8] uvadi vysledek odlisné

3. Dvoujamovy potencidl, se kterym budeme nyni ziskany vysledek srovnavat, ma tvar

N T 1\* 1
Vix) = 7% + X —(.x 4) R (1.4.29)

takZe se jedna pfiblizné o potencial (1.4.1) s

1
g=2V2, xo= 5 (1.4.30)

a spektrum je posunuté o % energetické jednotky dolti.

Pro dostate¢né malé hodnoty & (v tloze se pocitalo s i = 0.02) dostaneme pro zdkladni stav

Q=350 _\p~14142

\W
1
= hQ - — ~ —0.0484
2h ¢ ~ 0048
AE,=1.81-10"° (1.4.31)

Naproti tomu na zdkladé numerické diagonalizace jsme dostali
Eo = —0.0489 AE =1.86-107°. (1.4.32)

Pro mensi hodnoty 7 bychom dostali lepsi shodu.

A.5 Coulombické pole

WKB metodu lze aplikovat také na problémy se sféricky symetrickym polem. Schrodingerova

s Yz

rovnice pro radialni ¢ast vinové funkce R(r) obecného sféricky symetrického problému m4 tvar

1d,d
—Zd—rz R(r) + (E Ver(r)) R(r) = 0, (1.5.1)
,
kde )
Rl +1
Verlr) = V() + D) (152)
je efektivni potencidl, zahrnujici v sobé centrifugalni clen.
Zavedenim substituce R(r) = u(r)/r dostaneme rovnici
d2
@”(r) +k2(ru(r) =0, (1.5.3)

kde k%(r) = 2m/h?(E — V).
WKB metoda pro sféricky symetrické potencidly dava dobré vysledky jediné v pfipadé, aplikujeme-
li tzv. Langerovu korekci, kterd spo¢iva v nahrazeni

I(1+1) > (I+ %)2 (1.5.4)
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A WKB APROXIMACE A.6 Homogenni pole

(da se odvodit z asymptotiky vinovych funkci; ptivodni prace Rudolpha E. Langeraje v [17]). Vazané
stavy lze pak nalézt z rovnice ekvivalentni Bohrové-Sommerfeldové kvantovaci podmince

rn 1
/ k' (r)dr = (nr + E) T, (1.5.5)
r
pficemz k’(r) zahrnuje Langerovu korekci, n, = 0,1, ... je radidlni kvantové ¢islo a r1 > jsou body

obratu klasické trajektorie s hybnosti p’(r) = hk’(r).
Uvazujte konkrétni pfipad pohybu ¢astice v Coulombickém poli

V(r) = —%. (1.5.6)

kde y = €2/ (4nep).
1. Naleznéte body obratu rq » trajektorie s energii E (pocitejte s Langerovou korekci).
2. Pomoci WKB pfibliZzeni naleznéte spektrum, tj. stavy s energii E < 0.

3. Porovnejte toto spektrum se spektrem ziskanym pfesnym fesenim Schrédingerovy rovnice.

Reseni:

Reseni formou hry naleznete na ndsledujicich odkazech: Linux, Windows.

A.6 Homogenni pole

Castice o hmotnosti M (hopik) skace v homogennim (napf. gravitaénim) poli, piicemz od

podlozky se odraZzi bez ztraty energie. Potencial se tedy da vyjadfit jako

0
V(z) = {mgz ¢ (1.6.1)
00 z<0

1. Regeni pomoci WKB metody:

¢ Naleznéte body obratu, mé-li ¢astice energii E.

¢ Pomoci WKB pfibliZeni vypocitejte energetické spektrum.

¢ Naleznéte WKB vlnové funkce v klasicky dostupné i nedostupné oblasti. VInové funkce
nemusite normovat.

2. Hledani zdkladniho stavu varia¢ni metodou:

¢ Podle chovani potencidlu navrhnéte vhodnou testovaci funkci s jednim parametrem
(dodate¢ny parametr bude fixovat normalizaci).

¢ Naleznéte optimdlni hodnotu parametru a jemu odpovidajici pfibliznou energii zédklad-

niho stavu.

3. Srovnanim energii zdkladniho stavu ziskanych obéma metodami urcete, ktera metoda dava
zékladni stav presnéji.
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B HUSTOTA KVANTOVYCH HLADIN

B Hustota kvantovych hladin

Hladkou ¢ast hustoty kvantovych hladin p(E) systému s f stupni volnosti l1ze vyjadfit jako podil
objemu energetické nadplochy fazového prostoru

Q(E) = / S(E - H(p.q)d’ pd'q (2.0.1)

[H(p, q)] je klasickd Hamiltonova funkce systému) ku objemu elementdrni kvantové buriky:

Q(E)  Q(E)
Wt Qrh)f

o(E) = (2.0.2)

Pro praktické vypocty se vice hodi vztah, kdy Diracovu ¢ funkci nahradime derivaci Heavisideovy
® funkce:®

1 9
(2nh)T OE

1 0

pLE) = (2xh)T OE

/ O(E - H(p.q))d' pd'q = / dpdq,  (203)
H(p.q)<E

kde posledni integral je vlastné Lesbegueova mira (,,objem”) energetické nadplochy fazového
prostoru.

V ptipadé Hamiltonidnu se standardnim kinetickym ¢lenem a potencidlem zavisejicim jen na
soufadnici,

1
H(p.q) = ﬁpz +V(q), (2.0.4)

lze vztah (2.0.3) dale upravit. Integraci pfes soutadnice a pfes hybnosti 1ze provést nezavisle,

1 o & 2M[E-V(q)] 1404
E) = — —dQ
PE) (2rh)f OE /E>V(q) q./o b e

objem d-rozmérné koule

. 2M[E-V(q)]
1 0 / 2 f
= — _ d
(2nh)S OE JE>v(q) F(i+1)p !
2 0
I
1 2nM)= / 0 I
= = [E-V(q)]Z dg
/
1 2rM)z / L4
= [E-V(g)]Z7 " dgq. 2.0.5
(27h)f (i) E>V(q) 1 1 ( )
2
Pro specialni pfipad f =1 plati
(E) 1 V2rM 1 d
p(E) = 5——— ————dg
2rh  m E>V(q) \VE =V (q)
_ L fda
27k %
T
=57 (2.0.6)

kde T je perioda trajektorie s energii E.

5Tento vztah se nékdy nazyva Weylova formule a mé pouZiti i mimo kvantovou mechaniku, naptiklad pti studiu
spektra bicich ndstrojt [18].
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B.1 Hustota hladin 1D oscildtoru B HUSTOTA KVANTOVYCH HLADIN

Pokud maéte radsi 6 funkce, 1ze vyjit ze vztahu (2.0.1). Pro specidlni pfipad f = 1 se vyuZije
vztahu pro sloZenou ¢ funkci

0 = o(x —x; 2.0.7
(f(x)) = ZW o) (2.0.7a)
f(x;) =0 (x;jsou vSechny jednoduché koifeny) (2.0.7b)

a provede se integrace pfes hybnost:

_ 1 O\E - -V(g) [6(p — P(q)) +6(p +P(q))]
e = / (E o V(q)) dadr ( o P(q)) = P(zqi)vl[E V(g)]
=2M ! dg
E>V(q) \2M[E -V (q)]
=\V2Mm ;dq. (2.0.8)

E>V(q) VE =V (q)

Integruje se pfes veskerd dostupna ¢ (napfiklad v pfipadé systému se dvéma body obratu jsou
integra¢ni meze / Imax yeSenim rovnice V(gmin,max) = E).

mm

B.1 Hustota hladin jednorozmérného harmonického oscilatoru

Spocitejte hustotu hladin jednorozmérného harmonického oscildtoru.

Reseni

Klasickd Hamiltonova funkce harmonického oscilatoru je

1
H(p,q) = V4 + kg (2.1.1)

Objem enegetické nadplochy klasického fdzového prostoru podle (2.0.1) bude

1 1 ﬂ:w/ﬁp dp = V2Mdn
Q(E) = / §(E - —p? - 7kq )dgdp
2M - \/Zc dg = \/Ed'f
S 24 q % 9s
il Polarni soutadnice
= ,/7/ S(E —n? — &%) dedn 12 =n? + &2
dédn = rdrdy
2
-r? S(E —r2) = - (§(r — S(r
/0 dtp'A‘ S(E —r?) rdr S(E —r?) 2ﬁ(0(; x/E)+(>(;+«/E))(
§(r=VE)+6(r +VE)| rdr
-l |
2
== 2.12)
w
pficemz se vyuzily vlastnosti 6 funkce (2.0.7) a oznaceni w = /ﬁ
Hustota kvantovych hladin tedy je konstantni, nezavisi na energii:
(B)= 2= (213)
r /w) " hw o

Ziskany vysledek je v souladu se zndmou skute¢nosti, Ze jednorozmérny harmonicky oscildtor ma
ekvidistantni spektrum.

Jiny zpiisob fesent:
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B.1 Hustota hladin 1D oscildtoru

Vyjde se z relaci (2.0.8)). Body obratu jsou

2E 2E
qmin = — 77 dmax = 7,

takze
E
Q(E) = ZM/ ——dg = |k da = ./Xd
~VE JE - Lkg? ’a e \/2:(1‘

4M/1 1
=\ da
k -1 \/1_a2

2 1

= [arcsina]”,

_ 2n
=

To je ve shodé s FeSenim (2.1.2).
Jiny zpiisob fesent:
Vyjde se vztahu (2.0.3),

0
Q(E) = 2 / O(E - H(p.q))dpdg.

V ptipadé 1D harmonického oscilatoru davé integral povrch elipsy S = wab s poloosami

[2E
a = T, b= ZME,

takZe po dosazeni

coZ je opét ve shodé s (2.1.2)).
Jiny zpiisob fesent:
Vyuzije se Fourierova transformace ¢-funkce:

1 (o) .
= —_— 1Kq
6(q) o [w e"? dk

Po dosazeni do vztah (2.0.1) vychézi pro zadany jednorozmérny harmonicky oscilator

Q(E) = % '//r/‘eiK(E*ZLM])Zf%qu) depdq
1

o2 Ckg? .
=5/ € o dp/e oM dq/elk dk
n

1 2nM 2\ wE
"o ( )( _k) s

Zadné prekvapeni se nekond.

2.3

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)



B.2 Obrdceny oscildtor v jamé B HUSTOTA KVANTOVYCH HLADIN

B.2 Obraceny oscilator v jamé
UvaZujte jednorozmérny potencial dany pfedpisem

17,2

—-5kq —a<g<a

Vig)=1{ ? (2.2.1)
00 lg| > a

(obraceny harmonicky oscildtor v nekonecné hluboké pravouhlé jameé, viz obrdzek 32(a)). Spocitejte
hustotu kvantovych hladin.

Reseni:
Pfi vypoctu se bude vyuzivat vztah (2.0.8).

1. E < 0: V tomto ptipadé je (dikz sudosti potencidlu staéi pocitat jen v oblasti x > 0 a vysledek
zdvojnasobit):

a ]
Q(E):2V2m/w_ ———dg
VE ,/—\E|+%qu

2m (¢ 1 -
:2‘/7/ ——————dgq ‘b: Sk g dq:wlz—wdb‘
E 20E| : 2|E| k
|E] VI J—Jhcﬂ—l
4 (Name 1

w Ji Vb2 -1
4 '/-arccosh(\/I”) sinh z

db |b =coshz db =sinh zdz|

W Jo Veosh?z -1

4 k
= — arccosh al,
w 2|E|

kde —Jka* < E < 0.
Hustota hladin je tedy

k
7|Ll.

2
p(E) = = arccosh 2E

2. E>O0

Podobnym postupem jako v piipadé zaporné energie dostaneme

2 { k
E) = arcsinh [y [——a .
p(E) o arcsin ( 21E a)

Vyslednd hustota hladin je zndzornéna na obrazku 32(b). Je vidét, Ze pro E = 0 hustota diverguje. To
je dtisledek skutecnosti, Ze v klasickém piipadé je bod obratu pfi této energii v bodé ¢ = 0 patologicky,
V" (q =0) =0, a patologicka je i jedind moZn4 trajektorie pfi této energii (jeji perioda je nekonecna).

B.3 Hustota hladin f-rozmérného oscilatoru
1. Spocitejte hustotu hladin po(E) izotropniho f-rozmérného harmonického oscildtoru.

2. Castice se pohybuje v potencidlu podle obrazku: jedna se o dvé f-rozmérné izotropni kvadra-
tické jamy, jejichZ minima se nachézeji na soufadnicich

Mi=(q=0,E=0), My=(q=q9E=E9), E®>0,

Uréete hustotu hladin p(E) v intervalu energii E € (0; E(V), ptitemZ ptedpokladejte, Ze
EWD > EO a 7e obé jamy jsou pod energii £V oddélené.
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B HUSTOTA KVANTOVYCH HLADIN B.3 Hustota hladin f-rozmérného oscildtoru

(@) E V(x

0 +—f—
E,=-0.5

L) I L)
0.0 0.5
Obrazek 32: (a) Schéma potencialu (2.2.1). (b) Hustota kvantovych hladin p¥i volbé a = h=m = k = 1.

3. Funkce p(E) bude neanalytickd v bodé E(?). Uréete, v kolikété jeji derivaci se poprvé neanaly-
ti¢nost projevi jako nespojitost.

M, 0 xff” X

/

Obrazek 33: Dvoujdmovy potencidl: fez podél jedné ze soutfadnych os ¢;,i € {1,2,..., f}.
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE

C Hypergeometrické funkce

Hypergeometricka funkce

Hypergeometrické funkce je feSenim oby¢ejné homogenni diferencidlni rovnice 2. ¥4du®®

42 d
- L se—@+b+1) L —abw=0|, (3.0.2)
dz? dz

kde w = w(z), z € C je nezavisle proménnd a a,b,c € C jsou ¢iselné parametry. Tato rovnice
ma 3 reguldrni singuldrni body (0, 1, c0). Kazdd homogenni diferencidlni rovnice 2. fadu se tfemi
reguldrnimi singuldrnimi body se da vhodnymi substitucemi pfevést na tvar (3.0.2).

Dvé linedrné nezavisld feSeni rovnice (3.0.2) v okoli pocatku z = 0 s polomérem konvergence
tj. |z| < 1,jsou aZ na speciélni ptipady®®

1’67

w1(z2) = 2F1(a, b, ¢;2) (3.0.4a)
wa(z) =z aFi(a-c+1,b-c+1,2-¢2), (3.0.4b)

kde 2F1(a, b, ¢; 2) je hypergeometrickd funkce dand fadou

2Fi(a,b,c;z) = Z %zm, (3.0.5)
m=0 """

s koeficienty rozvoje®

_ala+l)---(a+m-1)b(b+1)---(b+m-1) (a)u(b)n
Cm = clc+1) - (c+m—1) ST o (3.0.6)

kde (e),, je tzv. Pochhammeriiv symbol (nebo stoupajici faktoridl) definovany jako

1 m=0,
(.)m={0(0+1)---(0+m—1) m > 0. (3.0.7)

Dtlezité vlastnost je, Ze pokud a nebo b je nekladné ¢islo —n, n € Ny, vynuluji se vSechny koeficienty
{m = 0 pro m > n. Hypergeometricka funkce se tak redukuje na polynom stupné n, tzv. Jacobiho

%6Jiné ekvivalentni zptisoby zépisu jsou

d d d dw
(zd—z+a) (Zd—z'l-b)w— (Zd_z +C) d—z, (3013)
d2w  —c+(A+a+b)dw ab
el — 4 w=
dz2 z2(z-1) dz  z(z-1)

0. (3.0.1b)

7Funkci Ize oviem analyticky prodlouZit do celé komplexni roviny s fezem probihajicim podél realné osy v intervalu
7z € (1, 00).
8Je-li 1 - ¢ € N, pak jsou dvé linedrné nezavisla fesent

wi1(2) = 2F1(a, b,¢;2), (3.0.3a)

wa(z) = G(a,b,¢;2) +wi(z) Inz, (3.0.3b)

G(a,b,c;z) =71¢ Z ’E—”:zm, (3.0.3¢)
=0 m.

pticemz funkci G (a, b, c; z) je tfeba hledat zv1ast'.

090znateni ,F; zavedl Pochhammer a je zakotveno ve tvaru koeficientt ¢,. Obecn&ji se zavadi zobecnénd hyper-
geometrickd funkce ,Fs, kterd ma r + s parametrt, pfi¢emz stoupajici faktoridly r parametrti se nachazeji v &itateli a
stoupajici faktoridly s parametrti ve jmenovateli zlomku ;,,. Kromé hypergeometrické funkce 5 F; se nejcastéji setkame s
degenerovanymi hyperbolickymi funkcemi 1 F1, které budou popsany niZze.
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE

polynom, ktery se zavadi ve tvaru”
Pl (7) = (a-}:—!l)” 2Fi|-na+B+n+l,a+1; %(1 -2, (3.0.9)
spliiujici relace ortogonality
/ 11(1 ~ 271 +2PPS P ()PP dz = NP 6, (3.0.10)

kde
204841 T(n+a+1DI'(n+B+1)

N(aaﬁ):
" 2n+a+B+1 T(n+a+pB+1)n!

(3.0.11)

je normaliza¢ni koeficient. Z Jacobiho polynomii 1ze zkonstruovat Wignerovy d-funkce’!

J (] +m)'(] — m)' s om-m’ 6 m+m’ 0 (m-m’,m+m’)
, = = —P. 0), 0 ,4m). .0.12
d,, (6) \/(j T —m)! sin > cos 7P (cos ) € (0,4r) (3.0.12)

Uzitecné identity
Pro hypergeometrickou funkci je zndmo tisice identit, které 1ze najit nap¥iklad na strankdch

Wolfram nebo Digital Library of Mathematical Functions. Pro nésledujici pfiklady jsou nejdtileZitéjsi

identity tyto,

I'(e)I'(c—a->b)

I'(c-a)l'(c-b)

I'(c)['(a+b-c¢)
['(a)l'(b)

2Fi(a,b,c;z) = oFi(a,b,a+b—-c+1;1-2)

(1-2%P?,F(c—a,c-bc—a-b+1;1-2), c—-a-bg¢Z,
(3.0.13a)

_T(Tl'(b-a)

1
2Fi(a,b,c;z2) (-2)7¢ 2F1(a,a—c+1,a—b+1;—)

T'(b)I[(c -a) z
Fla-5) _ B 1 )
T(a)[(c - b) (-2) 2F1(b, b-c+1,b-a+1; Z) , a-be¢Z z¢(0,1), (3.0.13b)
2Fi(a,b,¢;2) = (1-2)7% 211 (a, c=b,c; il) . 2¢ (1,0, (3.0.13¢)
7 —

pricemzZ prvni dvé mohou slouzit k prodluzZovani feSeni hypergeometrické funkce za konvergencni
oblast |z| < 1. Druhd formule navic ur¢uje asymptotiku hypergeometrické funkce v nekone¢nu,

I'(c)I'(a-b)

rre-a b
; — () ——— (- -bglZ. .0.14
2Fi(a,b,c;z— o) — 1ﬂ(b)r(c_a)( 2) +F(a)F(c—b)( )77 a-b¢ (3.0.14)
Specidlni pfipady

In(1-2)=2z2F1(1,1,2;2), (3.0.15a)
(1-2)"% = 2F1(a,b,b;2), (3.0.15b)

, 113,

- - - 2. 0.1
arcsin z Z2F1(2’2’2’Z ) (3.0.15¢)
1

arctanz = ZZFl(E’ 1, g; —zz) . (3.0.15d)

70Bliz&{ vztah k hypergeometrické funkci mé posunutyj Jacobiho polynom
Jn(p,q;2) = 2F1(=n,p+n,q;2) = @"—;P;‘f‘l"’“f)(zz -1). (3.0.8)

7Wiz ptiklad D.3.
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE C.1 Poschl-Tellertiv potencial

Degenergovand hypergeometricka funkce

Degenerovana hypergeometrickd funkce je feSenim Kummerovy rovnice

d?w dw
x@ +(c - x)a —aw =0}, (3.0.16)

kdew =w(x), x € Caa,c € Cjsou parametry. Tato rovnici se formalné ziska z rovnice (3.0.2) limitou
b — o0, z = x/b. Rovnice mé regularni singuldrni bod x = 0 a neregularni singularni bod x = oo, ktery
vznikne splynutim dvou reguldrnich singuldrnich bodti z = 1 a z = co rovnice (3.0.2).

Dvé linedrné nezdvisld feSeni Kummerovy rovnice jsou

ui(x) = 1F1(a, c;x), (3.0.17a)
ur(x) =z "1 Fi(a—-c+1,2-c¢;x), (3.0.17b)

kde 1Fi(a, c; z) je degenerovand hypergeometrickd funkce (nebo konfluentni hypergeometrickd funkce) dana
fadou

1F1(a,c;x) = Z Ejzm ;—W: (3.0.18)
m=0 m e

Pokud 1 — ¢ = n € N, ¥ada (3.0.18) neni definovéna. Reenf Kummerovy rovnice je v tom pfipadé

() = lim 1Fi(a,c;x) T(a+n+1) x™1
u(x) = =

N T T T@ e fi@ratlind2io. (3.0.19)

Asymptotické chovani degenerované hypergeometrické funkce je

I'c) _, Tl
Tc-a) 'T(a)

—ima

1F1(a,c;x — ) > e e* x47¢, (3.0.20)

Tato rovnice plati za pfedpokladu, Ze 1 —a ¢ N.
Specidlni polynomy

Je-lia = —n, n € Ny, degenerovand hypergeometricka funkce se redukuje na polynom #adu n.

vvvvvv

!
Han(x) = (-1)" (Znn'). 1F1(—n, %;Xz) ; (3.0.21a)
!
Hyuy1(x) = (D" (2’1’1—4;1)2)( 1F1(—n, ;;xz) (3.0.21b)
a Laguerrovy polynomy
!
L (x) = M 1Fi(-n,m+1;2). (3.0.22)

n'm

C.1 Poschl-Tellerav potencial

Castice 0 hmotnosti M se pohybuje v jednorozmérné kone¢né hluboké potencialové jame po-
psané funkci
Vo

Vi(x) = ;
cosh? 5

(3.1.1)
kde V < 0 uddva hloubku jamy a d > 0 jeji sifku (viz obrazek 34). Urcete energetické spektrum.
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C.1 Poschl-Tellertiv potencidl C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE

Reseni:
Prvnim krokem bude pfevést Schrodingerovu rovnici pro vlnovou funkci ¢ = ¢ (x),
hZ
“oppPex + V) —ETy =0 (3.1.2)

(¥ x = dy/dx je zkraceny symbol pro derivaci), do tvaru rovnice pro hypergeometrickou funkci (3.0.2).
K tomu je nutné provést postupné nékolik substituci.

1. Pfedné je vyhodné pfejit k bezrozmérnym veli¢cindm pro soufadnici

3

AUl =

(3.1.3)
a energii

hZ

o V(E) v
2Md?’ B

€ cosh? &

o
1]
m | b

>0,  w= % 50, w@) = (3.1.4)

(faktor e byl zvolen zdporny, aby parametry ¢ a vg byly kladné) ve kterych Schrodingerova
rovnice (3.1.2) zni

Yee+[v(E) —ely =0. (3.1.5)
2. VInovou funkci budeme hledat ve tvaru

Y () = u(€) cosh™ ¢, (3.1.6)

kde @ > 0 je prozatim volny parametr, jehoz hodnota bude zafixovana pozdéji. Faktor cosh™® &
zajisti spravnou asymptotiku vinové funkce pro x — +oo.

Prvni a druhé derivace funkce i (¢) jsou

Ye=ugc™ ¥ - auc s, (3.1.7a)
Wee =tgec @ =20ugc s+a(@+rDuc®? s> —auc e
c2-1
=ugec ¥ —2ausc s+t uc —ala+uc (3.1.7b)

kde se pro zestru¢néni zdpisu pouzivaji zkratky pro hyperbolické funkce
s =sinh &, ¢ =coshé. (3.1.8)

Dosazeni do (3.1.5) a vyndsobeni rovnice vyrazem ¢® vede na Schédingerovu rovnici pro funkci

u(§),
Uge —20ug f + (a2 - e) u—-[ale+1) —voluc?=0. (3.1.9)

3. Posledni ¢len Schrodingerovy rovnice Ize vynulovat vhodnou volbou do této chvile volného
parametru a. Podminka ziskana feSenim kvadratické rovnice

ala+1)—vg=0 (3.1.10)
je
@= % (—1 + 41 +4v0) . (3.1.11)

Pro dobré asymptotické chovani vinové funkce ¢ je nutné, aby « > 0, coZ spliiuje pouze koten se
znaménkem +.

Schrodingerova rovnice (3.1.9) pro toto konkrétni @ zni

Ugg +20zu§£+(a/2—e)u=0. (3.1.12)
o "¢
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE

C.1 Poschl-Tellertiv potencial

4. Posledni substituci je zavedeni nové nezavisle proménné

Z=— sinh2 f
Plat{
| dududs
T 46 dzde e
wep = Fu_ du(da)® dud?z
€€ 7 qg2  d2 \dg) T dzde?
a dale pro substitu¢ni funkci
¢ = —2sc,

zee = =2(c* +5%).

Dosazeni do Schodingerovy rovnice dé

4 2 2 uzz—2(c2+sz)uz+4aszuz+(a'z—e)u=0

. . . 1 . . "
a po vyndsobeni obou stran vyrazem —; a tpravé

1
2(1 = 2uz, + 5~ (1-a)z

2
= MZZZ%; + UzZeg

5

(3.1.13)

(3.1.14a)

(3.1.14b)

(3.1.15a)
(3.1.15b)

(3.1.16)

) u=0. (3.1.17)

5. Findlni rovnice (3.1.17) ma tvar rovnice pro hypergeometrické funkce (3.0.2) s hodnotami para-

metrt (a, b, c) danymi vztahy

a+b+1=1-a,

(o).

ab =

Cc =

1
1
4
1
2

Regeni prvnich dvou rovnic d4”2

(3.1.18a)

(3.1.18b)

(3.1.18¢)

(3.1.20a)

(3.1.20b)

6. Schrodingerova rovnice (3.1.17) ma dvé linedrné nezdavisla feSeni dand hypergeometrickymi

funkcemi

() = 23 (o V). 5 (o= v8). 532).

uz(z)=\/22Fl(% (—a+\/2+1),%(—a—\/2+1),§;z).

(3.1.21)

(3.1.22)

7. VInova funkce musi vymizet v asymptotické oblasti x — +oo (z — —o0). K prozkoumani chovani

v nekonec¢nu se aplikuje vztah (3.0.14). Za pfedpokladu

a-b¢7 o AegZ

72Druhé mozné fedent této soustavy rovnic je

a= 2o,
1
bzi(—ﬂl'l-\/;),

(3.1.23)

(3.1.19)

(3.1.19b)

které vsak diky symetrii hypergeometrickych funkei vii¢i zaméné prvniho a druhého argumentu, 2Fi(a,b,c;z) =

2Fy (b, a,c; z) vede na totozné feSeni diferencidlni rovnice (3.1.17).
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C.1

Poéschl-Tellertiv potencidl

lze vztah pouzit. Limita £§ — oo

r(3)r(-ve)
— o = (—atve)
WO e T e VAl e Vel
71
(L) (ve
+ (2) ¥e) sinh~(-@=Ve) ¢

C3(-a+ve)|T[5 (1+a+e)]
72

- % e Ve s +% eVeé oo (3.1.24)

diverguje. ReSeni u; je tedy nutné omezit na polynom podminkou a = —n nebo b = —n, n € Ny.
Tyto podminky vedou na

L (Ca+ve) = -n . a=2n++e (3.1.25a)

N = NI

(~a—+e)=-n — @ =2n—e. (3.1.25b)

JelikoZ e > 0, vede druha podminka na divergujici feSeni s @ < 0. Prvni podminka da mozné
diskrétni energetické hladiny (kvantovaci podminka)

Vein=a-2n
e1n = (- Zn)2

hZ
8Md2

SMVyd?
hz

1,n —

2
~1- 44 , (3.1.26)

pfi¢emz prvni faddek vede na dodate¢né omezeni poc¢tu kvantovych hladin: prava strana totiz
musi byt kladn4, tj. musi byt splnéno

a 1 8MVyd?
n<z=1 l1 [1 - = 1] (3.1.27)

Pro druhé feSeni ¢, se postupuje zcela analogicky. Kvantovaci podminka vyjde

@=2n++e+1, (3.1.28)
takze
2
n? 8MVyd?
Ey,=——— - -3-4 3.1.29
2= TS M2 R2 " (3.1:29)

a n je mezeno shora nerovnosti

a 1 11|/ 8MVyd?
n<5—§—1|: 1- h2 —3] (3130)

Obé feseni E1 , a E» , 1ze zapsat jednim vyrazem

2
2
\J1- SM;Od —-(2n+ 1)] (3.1.31)

3.6
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE C.2 Nekonecné hlubokd nepravotihld jama

M 2
1= SMYed” 1 (3.1.32)
hz

Odpovidajici (nenormalizované) vinové funkce jsou

za podminky

<1
n<s

- (x n n 1. : 2 (x ; 4
cosh™ (%) 2F1(—§,§—(y,i,—smh (ﬁ)) n liché,

—cosh™ (%) sinh (%) 2Fy (—% % —a, %;—sinh2 (7‘1)) , nsudé,

Yn(x) = (3.1.33)

kde a je déno vztahem (3.1.11).

V(x)

-10 -
-5 0 5

Obrazek 34: Poschl-Teller@iv potencidl a vSechny diskrétni energetické hladiny, které systém pro
M =h=1aV =10 ma. Vlnové funkce jsou normované a posunuté na misto odpovidajici energetické
hladiny. Hladina ¢4 s energii E = 0 jiZ neni normalizovatelna.

Nékolik hladin a pfislusné vlnové funkce jsou zobrazeny na obrazku 34.

C.2 Nekonecné hluboka nepravotihla jama
Urcete energetické spektrum castice o hmotnosti M nachazejici se v jednorozmérném potencidlu
Vo

2 x
tan 7

Vix) = s O<x<a, (3.2.1)

kde parametr Vy > 0 urc¢uje strmost a a > 0 $itku jdmy. Naleznéte energii zdkladniho stavu a
normalizovanou vinovou funkci.

Reseni:

Cilem je pfevést Schrodingerovu rovnici pro vinovou funkci ¢ = ¢ (x)

hZ
—WWU +[V(x) -E]y =0 (3.2.2)

(zna¢ime zde ¢, = dy/dx) do tvaru pro hypergeometrickou funkci (3.0.2). K tomu je tfeba provést
postupné nékolik substituci.
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C.2 Nekonecné hlubokd nepravotihld jama

C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE

1.

2.

3.

Nejprve zavedeme bezrozmérnou proménnou soufadnice

g= (3.2.3)
a
a energie
2 h? E Vo V(&)
=— =—, = —, = —"=—) 324
‘T oM ‘= 0= V() € tan? ¢ ( )
¢mz pfevedeme Schrodingerovu rovnici (3.2.2) na tvar
Yeg+[e—v(O]y =0. (3.2.5)
VInovou funkci budeme hledat ve tvaru
Y (&) =u(&)sin® ¢, (3.2.6)
kde @ bude prozatim volny parametr. Zavedeme zjednodusené oznaceni
s =siné, c=cosé. (3.2.7)
Prvni a druhd derivace vinové funkce pak jsou
Ve =ug sY+aus® e, (3.2.8a)
Veg =uge s" +2aqug s leva(@e-Dus®? ? —aus®
——
1-52
=ugesT+20ug s lera(e - us®? -aus?. (3.2.8b)
Potenciél rozepiSeme jako
2 1-s2 v
v(x) :vos—2 :Vos—2 =2 - (3.2.9)

Schrodingerova rovnice (3.2.5) pak zni

Uge ST +20ug s le—a?

———
V2

a po vydéleni vyrazem s a po pferovnani ¢lenti dostaneme
¢ 2_ .2 -2
Ugeg+2auy —+ v —a Ju+[a(@-1)—volus™ =0.
o N

z vz

us®+(e+vo)us®+lala-1)—volus®—vous®

220, (3.2.10)

(3.2.11)

Konstanta a byla doposud libovolné &islo. Nyni ji zvolime tak, aby vynulovala élen Gmérny s=2.

Resime tedy rovnici
ala—-1)=vg,

jejiz koteny jsou
oy = % (1i\/4vo+1) .

V nésledujicim vypoctu budeme uvazovat pouze kofen @ = a_ < 0.

V této fazi dostdvame tedy Schrodingerovu rovnici ve tvaru
¢ 22\ _
u§§+20uxg+ vi—a | lu=0.

Zavedeme novou nezavislou proménnou73

z:coszéf:cQ,

73Spravné bychom méli psét substituci ve tvaru

Vz =cosé,

coz je narozdil od (3.2.16) prosté zobrazeni pievadéjici & € (0, ) na vz € (-1,1).

3.8
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE C.2 Nekonecné hlubokd nepravotihld jama

Jelikoz
du dudz
= = 217
Ug 3 dide UZg, 3 a)
d2u  d%u (dz\* dud?z )
Ugeg = d_{fz = d_zz (d_f) + d_zd_fZ = L‘ZZZE tUZeg (3217b)
a
e = —2scC, (3.2.18a)
zee=-2(c2 =%, (3.2.18b)
dostaneme Schrodingerovu rovnici (3.2.14) do tvaru
bdu, s 2 2u, (cz - sz) —dau, * + (Vz - (12) u=20, (3.2.19)
—— —— ——
1-z z — z
2z-1
d(= Dt + | £ = (14 a) 2| +1(v2—a2)=0 (3.2.20)
2z ¥ |5 2ty . 2.
Toto je rovnice pro hypergeometrické funkce (3.0.2) s hodnotami parametrti
a+b=a, (3.2.21a)
_lios o
ab = 1 (v -a ) , (3.2.21b)
1
€= (3.2.21¢)
kde z prvnich dvou rovnic obdrzime”*
1
a=3 (@-v), (3.2.23a)
b= % (a+v) . (3.2.23b)

Dvé linedrné nezavisla feSeni diferencidlni rovnice (3.2.20) jsou ddny hypergeometrickymi funkcemi

1 (2) = zFl(% ((Y—V),%((Y+V),%;z) , (3.2.242)
ur(z) = \/EzFl(%(a/ —-v+1), %(a +v+1), %;z) . (3.2.24b)

Nyni budeme studovat konvergenci feSeni. Pozadujeme, aby v bodé z = 1, ktery odpovidéd x = a,
byla vlnova funkce ¥ nulova. K tomu vyuzijeme identitu (3.0.13c) postupné na obé dvé linedrné
nezavisla feSeni.

e ReSeni uq:

PSS Y0o) Sy DN U VO A
u1(z) = (1 -12)2 2 1(2(a v),2(1 a 1/),2,Z_1 . (3.2.25)

74Druhé mozné fedeni této soustavy rovnic je
1
a=yz (a+v), (3.2.22a)
1
b= 5 (a-v), (3.2.22b)

které vsak s ohledem na symetrii hypergeometrickych funkci viiéi zdméné prvniho a druhého argumentu da totozné
feSeni diferencidlni rovnice (3.2.20).
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C.2 Nekonecné hlubokd nepravotihld jama C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE

Po uvézeni substituci (3.2.6) a (3.2.16)

CZ

1 1 1
Y1 =597 "2F1(—(a—v) —(1-a-v), 5 —

mCm C
Z e (3.2.26)

m=0

Pokud nema fada kone¢ny pocet ¢lenti, diverguje v bodé x = 0 a x = a. Abychom divergenci za-
branili, musi byt bud’ prvni, nebo druhy argument hypergeometrické funkce rovny nekladnému
celému ¢islu. Pokud

1
E(a—v):—n,nel]\lo = v=2n+a<2n (3.2.27)

(zvolili jsme a < 0) takZe v tomto piipadé vlnova funkce konvergovat nebude (v kone¢né radé
bude vzdy vic ¢lenti s funkci sin ¢ ve jmenovateli, nez kolik je mocnina v prefaktoru). Naopak
pokud uvazime druhy argument hypergeometrické funkce,

1
5(1—a—v):—n,neh\lo = v=2n—-a+1>2n, (3.2.28)

dostaneme dobfe konvergujici feSend.
Dosadime-li nyni za v = /e + vg, miiZeme vyjadfit energii jako

Eyi=€|@n+1)?-2e(2n+1)+a|, neNo, (3.2.29)

kde a je zdporny kofen (3.2.13)” a € je energeticka $kala (3.2.4). Odpovidajici nenormovana
vlnova funkce v proménné x zni

1 11
Yn1(x) =sin® =, Fy (a =g+ 5, cos? E) . (3.2.30)
a a

e Reseni uy:

Postupujeme analogicky jako u u1. Aplikaci identity (3.0.13c) postupné dostaneme

(2) = Vi1 - 230Dk (L o v i) 1o L), S -2, (3.2.31)
2 2 2’7 -1

1 3 ¢?
Uy =s%es” ™Y 12F1( (a/—v+1),1—§(a/+v),§;_c—sz)

=cs¥ 1 m Cm

= Z;)( DT (3.2.32)
kde ukon¢eni fady pomoci druhého parametru hypergeometrické funkce vede k feSeni s poza-
dovanymi okrajovymi podminkami,

1
l—E((x+v)=—n,n€D\lo = v=2n+2-a, (3.2.33)

coz vede na kvantovaci podminku pro energie
Enp=€[@2n+2)*-2a(2n+2)+a], nelNp (3.2.34)

a vlnové funkce ve tvaru

1 33
Yn2(x) =sin® ™ os ™= 2Fi|la—n—=,n+=,=;cos = . (3.2.35)
’ a a 2’ 2’2 a

75Pokud bychom zvolili kladny kofen (3.2.13), a4 = 1—a—, dobie se chovajici feseni by bylo déno z prvniho argumentu
hypergeometrické funkce, avsak spektrum bychom dostali zcela stejné (a rovnéZ i vinovou funkci).
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C HYPERGEOMETRICKE FUNKCE C.2 Nekonecné hlubokd nepravotihld jama

Reseni (3.2.29) a (3.2.34) 1ze zkombinovat dohromady do
E,=¢€ lmz - 2am + aJ , meN, (3.2.36)

pficemz pro m liché je vinova funkce ve tvaru ¢,=(m-1)2,1(x) a pro m sudé ¢,—p/2-1,2(x).

Energie zdkladniho stavu je
2 h? 8Ma%Vy
Ei = 1- 1 3.2.37
' ama? 2 ( )

_ ~ N:sine ™ 111
Y1(x) = ¥o,1(x) = Ny sin . zFl(a 550502

a odpovidajici vinové funkce

1
(1_2)2—0

= Npsinl=@ % , (3.2.38)

kde jsme vyuzili znalosti (3.0.15b). Normaliza¢ni faktor N; ziskdme integraci

Ny = ! - J r_Td-o (3.2.39)

stz \“r(Hr(z-of

Pozndmka: Pokud Vy — 0, dostaneme o — 0 a vyraz pro energie se zjednodusi na

ZhZ
- 2’;‘4_2,;12, meN, (3.2.40)
a

coZ jsou energie pravotihlé jamy.
Naopak pro Vp — o je @ — —o0 a v tom piipadé dostaneme

1 2V
Emzhﬁ(m—z), Qz;,/ﬁo, (3.2.41)

energie harmonického oscildtoru aproximujici dno jamy.
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D KRIVOCARE SOURADNICE

D Kfivocaré soufadnice
Baze
V d-rozmérném prostoru jsou k¥ivocaré soutradnice v bodé x = (x!,x2,...,x?%) zaddny funkcemi
q' =4q'(x), (4.0.1)

kdei=1,...,dax!x%...,x%jsou (lokdlné definované) kartézské soutadnice. Bazi (kovariantni) v
kartézském systému oznacime e ;), takZe lze psét%

X =xie(l-) s (403)

kde x' jsou kontravariantni slozky vektoru x.

2
* osa q? = x(konst, q%)
‘ osa qt = x(ql, konst)
e, i
€1

Obrézek 35: Ilustrace soufadnicového systému a lokaln{ baze v kfivocarych soufadnicich (¢!, ¢?).
Za pfedpokladu, Ze transformace (4.0.1) je invertibilni, tj. Ze existuje inverzni transformace
X' =x(q), (4.0.4)

1ze v bodé x zavést novou bazi ve sméru teten k jednotlivym soufadnicovym ¢aram q', viz obré-
77
zek 3577:

ox  Ox/
Hh=T= =€), 4.0.5
R0 E 5T agr e (4.0.5)
jednotlivé slozky bazovych vektort n; tedy jsou
dx’
jo_
Gy = 9q (4.0.6)

Je tfeba mit na paméti, Ze zatimco bazové vektory e ;) jsou konstantni, bazové vektory n ;) obecné
zaviseji na misté v prostoru: n; = n(;)(q).

7Einsteinova s¢itaci konvence: Pokud se ve vzorci vyskytnou dva stejné oznatené indexy, z nichZ jeden je nahote a
druhy dole, pfes indexy se s¢ité:

d
x’e(i) = x’e(i). (402)

i=1
77Soufjadnicové téra q' prochézejici bodem Q@ = (Q',07%,...,09%) je definovéna jako Cdra qd = x(¢' =
0',....q",....q% = 09) (tento zapis vyjadiuje, Ze se méni pouze soufadnice ¢, ostatni soutadnice ztistavaji konstantni).
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D KRIVOCARE SOURADNICE

Jakobian
Pfechod mezi jednotlivymi soufadnymi systémy x a ¢ je dan Jacobiho matici

oxl oxl ox!
(9611 aqz 6q3

x> 9x? 9x?
J_(ax)_(8(x1,x2,---,xd))_ al o7 o (4.0.7)

o oxd ax
gl  0q% 0q°

¢i ve slozkdch '
j ox’

——
/=G =l (4.0.8)

(Jacobiho matice ma tedy ve sloupcich kovariantni bazové vektory n;).) Podminka invertovatel-
nosti (4.0.4) souvisi s nesingularitou Jacobiho matice,

detJ #0 (4.0.9)

(detd se nazyva Jakobidn).

Dudélni béze

K bézi e; se zavadi dudlni (kontravariantni) baze e'/) vztahy ortogonality
e eV =6, (4.0.10)

kde symbol - udédva skaldrni soucin:

d
a-b=ab; (: Zaibi) . (4.0.11)

i=1

Pro kiivocaré soutadnice je dudlni baze déna vektory kolmymi k plochdm ¢’ = const, tj. je uréena

gradientem
aq" ;i
ﬁqjem. (4.0.12)

Vektory kovariantni a kontravariantni bdze jsou na sebe kolmé,

n't = Vg =

ng -nt = 5{ i (4.0.13)
coz vyplyvé ze zavedeni obou bazi:
N oxk g’ axk ag’ g’ i
honY) = Z ey e = — L sk="L — s/ 4.0.14
O aqle(k) oxl ¢ gt ox! P dg! ! ( )

Metricky tenzor

Metricky tenzor se nazyva matice g s elementy

= Oxk axk
8ij =M@ M) = p 5555 | (4.0.15)

Z definice vyplyva, Ze matice g je symetricka:
8ij = &ji- (4.0.16)
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D KRIVOCARE SOURADNICE

Pomoci metrického tenzoru 1ze spoustét indexy u kontravariantnich komponent. Piisobeni g na
slozky libovolného vektoru a = a’n ;) = a;n® dé4

g,-jaj =ng) - n(j)aj =ng - n(j)aj = 6{(1]- =a; (4.0.17)

(ve tieti rovnosti jsme vyuzili vztahu (4.0.13)).
K matici g se zavadi inverzni matice g~! se slozkami g/*,

gijg’* = ok (4.0.18)

Tento inverzni metricky tenzor slouZi ke zvedani indext kovariantnich komponent.
Metricky tenzor (4.0.15) 1ze ziskat z Jacobiho matice (4.0.8)

g=J| (4.0.19)

Gradient

Gradient skaldrniho pole v kiivo¢arych soufadnicich f = f(q) je vektor

o o,
0q'

grad f=Vf = (4.0.20)

Kovariantni derivace

Je zaddno vektorové pole v kiivocarych soufadnicich F = F(q) = F* (q)n (k). Derivovani podle
i-té slozky vede na

oF 0 AFk on i) AFk ,
a_qi = H_q’ (Fkn(k)) = g Ry + o Fk = g n(r) +FlkjF]n(k), (4.0.21)
—————
an(j:) Fi
aqt

kde posledni rovnost plyne z toho, Ze dn;,/dq' je vektor, a da se tudiZ vyjad¥it v bazi n ) pomoci
koeficienttt F{‘J.,

on )
i rfjn(k), (4.0.22)
. . k 7 sz . . Z o v+ Z Vv z
Koeficienty I';; se nazyvaji Christoffelovy symboly (2. druhu). Jsou symetrické vii¢i zaméné dolnich
indexd”®
k _k
I =T} (4.0.24)
a dajf se vyjadtit pomoci derivaci metrického tenzoru”
1 dgi 0gji  0gij
k ki J J
K== " — — 4.0.25
) dq’ * dqt  dq! ( )
Rovnice (4.0.21) zapsand ve slozkdch zni
K _OFF
Fry=——+T;F/ (4.0.26)
, aql J
78Je vidét z (4.0.5) a (4.0.22):
ong; 2 on;
o) _0x IR (4.0.23)

gt - 0qj6qi - aq’ '

790dvozeni spotiva v derivovani (4.0.15) s rizné oznacenymi indexy.
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a nazyva se kovariantni derivace™.

Divergence

Divergenci v kfivocarych soufadnicich odvodime z kovariantni derivace:

k
divF = Fk, = ai+r’<.Ff (4.0.28)
sk (9qk kj . U.

Zuzeny Christoffeltiv symbol je

1 Ogr 0gji Ogij | 1 08 1 1 09
628 g7 T gk " agl |T 2% agf 29 ag) (£029)
—_————
0

(druhy a tfeti ¢len zavorky jsou antisymetrické vii¢i zaméné k < [, takZe pfi ndsobeni symetrickou
matici gk daji nulu) a pouZiti vztahu (4.1.2) d&

r,’;j N detg = 9 Vdet g) , (4.0.30)

! —detg|=
2detg dq’ 9\~ dql

29q)
takze .
OF 1 4 . 1 9
divF = — —detg| F/ = —/detg F¥, 4.0.31
YT (Zdetg g7 g) \detg 9q* e ( :

pfi¢emZ posledni rovnost se dokaZe rozderivovanim soudinu (jak det g, tak F* zaviseji na q).

Laplace
Laplacetiv operétor A = div grad ziskdme zkombinovanim (4.0.20) a (4.0.31):
1 0 0
f = —=-"7detg gkl—fl, (4.0.32)
/detg 9q dq
takZe samotny diferencidlni operétor je
1 0 0
A= ——+/detg g¥'—|. (4.0.33)
detg 0q* aq'

LagranZidn a Hamiltonidn

Lagranzian se v obecnych kfivocarych soufadnicich zapisuje jako

La @) =T(d @) - V(g) = 3 Meu(@)d ' ~ V(@) (4034)

kde predpokladame, Ze kineticky ¢len systému Ize zapsat jako kvadratickou formu v rychlostech 4.
K Hamiltonianu pfejdeme zavedenim zobecnénych hybnosti

oL

=9 Mewnd, 4.0.35
Pi= 5o = Msud ( )

takze ,
H(p,q)=T(p.q)+V(q) = mg’d(q)pkpz +V(q). (4.0.36)

Nuance zavedeni kvantového Hamiltonidnu jsou diskutovany v préci [19].

80Kovariantni derivace podle i-té slozky se zna&i stiednikem nésledovanym indexem i. Oby&ejna derivace se znati
¢arkou nasledovanou indexem i. Rovnici (4.0.26) 1ze tedy zapsat jako

FYi=F* i +T5FT (4.0.27)
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D KRIVOCARE SOURADNICE D.1 Determinant a stopa

Schrédingerova rovnice v kfivocarych soufadnicich

Schrodingerova rovnice v operatorové formeé zni

Hly) = E|y) (4.0.37)
1 o o)
(mp . v) “EWp), (4.038)
coz v x-reprezentaci a v kiivocarych soufadnicich ¢ vede na
hZ
(‘mA + V(q>) w(q) = Eug), (4.0.39)

kde se za Laplacetiv operator A dosadi (4.0.33).

Pozndmka: Hmotnost, ¢i obecnéji tenzor zobecnéné hmotnosti®' 1ze zahrnout do metrického tenzoru,
potazmo formalné do definice kiivocarych soufadnic. Vztahy (4.0.34)—(4.0.39) pak pfejdou na

, 1 K
L(q,q) = igkz(q)q"ql -V(q),
Pr = gud's

H(q,q) = %gk’(q)pkpz +V(q),
2
-2+ v@|v@ = Euio). (40.40)

V piipadé sférickych soutadnic (r, 6, ¢) to znamend zavést kiivocaré soufadnice jako

X = r\/ﬁsinecosqﬁ
y=rVM sinfsin ¢
z=rVM cos 6.

Skaldrni soucin vlnovych funkci

VInova funkce v kfivocarych soufadnicich ¢ (q) = (g|¢) je normalizovand ke skalarnimu sou¢inu

Wil = [ wilawae) dedlda = [ vi(@wa(a)Vdetgda. (@0.41)
Pozndmka: Kvantovéni v kiivocarych soufadnicich se dale vénuji prace [20-23].

D.1 Determinant a stopa
1. DokaZte, Ze pro diagonalizovatelnou matici A plati vztah

dete? = eTA | (4.1.1)
2. Na zakladé pfedchoziho vztahu ukazte, Ze pokud je matice B funkci zobecnénych soufadnic,
B = B(q), plati

i IndetB(q) = TrB~!(¢) 9 .
aq" 0q*

kde B~!(g) je matice inverzni k matici B(q).

B(q), (4.1.2)

817obecnéné proto, Ze nemusi mit rozmér hmotnosti, a tenzor proto, Ze miiZe byt v riznych smérech rzna, napt. v
pfipadu rotaci a tenzoru setrvacnosti, viz piiklad D.3.
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D.2 Sférické soufadnice D KRIVOCARE SOURADNICE

Resent:
1. Matici A Ize zdiagonalizovat a vyjadtit ve tvaru
A=CDC™, 4.1.3)

kde D je diagondlni matice. Dosazenim do (4.1.1) dostaneme na levé a pravé strané

dete® = deteCPC " = detCeP C! = detC deteP ——
detC

=detD =] [e"¥, (4.1.4)
J

-1 al L .
oTrA _ oTrCDC™! _ JTrD _ o3, D)j — H elii, (4.1.5)
J

¢imzZ je (4.1.1) dokédzéano.
2. Oznatme B(q) = e*@), takZe A(g) = InB(gq). Dosadime-li do (4.1.1), dostaneme
detB(q) = e"nB@) (4.1.6)

po zlogaritmovéni
IndetB(g) = Trin B(q) (4.1.7)
a zderivovani
0
B(q) 9q'

i IndetB(qg) =Tr i InB(q) =Tr B(q). (4.1.8)
aq' aq'

Tim je diikaz hotov.

D.2 Sférické soufadnice
Pro sférické soutfadnice (ql, q°, q3) = (1,0, ¢) definované béZnym zptisobem jako
X =rsinécos ¢

y =rsinfsin ¢ (4.2.1)
z=rcosf

vypocitejte:

9(x,y,2)
a(r,0,¢9)"

1. Jacobiho matici J =
2. Determinant Jacobiho matice detJ.

3. Metricky tenzor g.

4. Inverzni metricky tenzor g '.

5. Determinant metrického tenzoru detg.

6. Lagranzidn a Hamiltonian klasického systému bez potencialu.

7. Laplacetiv operator A.
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Reseni:
1. Jacobiho matice podle defini¢niho vztahu (4.0.8):

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
J=|sinfsin¢g rcosfsing rsinfcosq¢ |. (4.2.2)
cos 6 —rsinf 0

2. Jakobian

detJ = % sin 6 cos? 6 cos® ¢ + r sin® 6 sin” ¢

+ 2 sin 6 cos® 6 sin’ ¢+ r? sin® 6 cos? 1)

2 sin @ cos® 6 + 1% sin® §

% sin 6. (4.2.3)

3. Slozky metrického tenzoru na zdkladé (4.0.19):

g11 = sin® 6 cos? ¢ + sin® 6 cos ¢ + cos> 6 = sin” 6 + cos? 6 = 1, (4.2.4a)
g12 = rsin 6 cos 6 cos® ¢ + r sin 6 cos 6 sin” ¢ — r sin 6 cos 6 = 0, (4.2.4b)
g13 = —rsin® §sin ¢ cos ¢ + r sin? O sin ¢ cos ¢ = 0, (4.2.4¢0)
g21=812=0, (4.2.4d)
g2 = r2 cos? 6 cos? ¢ + r? cos? §sin® ¢ + r* sin® 6 = 12, (4.2.4¢)
g3 = 2 sin 6 cos 6 sin ¢ cos ¢ — r* sin @ cos 6 sin ¢ cos ¢ = 0, (4.2.4f)
831 =813=0, (4.24g)
832 =823 =0, (4.2.4h)
g33 = r* sin? @ sin® ¢ + r? sin® § cos® ¢ = r? sin® 6. (4.2.4i)

V maticovém zdpisu

1 0 0
g=[0 2 0 . (4.2.5)
0 0 r2sin®f
4. Metricky tenzor je diagondlni®?, takze inverzni matice je déna prostou inverzi diagonélnich
elementti,
10 0
g =0 % 0 |. (4.2.6)
1
00 r2sin’ 6

5. Determinant diagonalni matice = soucin ¢lenti na diagonale

detg = r*sin? 6. (4.2.7)
6. Lagranzidn je dan vztahem (4.0.34)
L= %M (r'2 + 0212 4 622 sin? 9) (4.2.8)
a Hamiltoniédn (4.0.36)
H= i (e b ) 429)

= ! —2sinf— + —r2sinf— — + —r2sin 0 ! i
"~ r2sin@ | or or 90 r200  0¢ r2sin? 6 0¢
14,0 1 9 0 14

= + ———sinf—+ ————.
r26rr or r2sing 9o 90 r2sin%9 d¢?

82]e—li metricky tenzor diagonalni, znamend to, Ze zobecnéné soutfadnice jsou v kazdém misté prostoru ortogonalni.

(4.2.10)
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D.3 Volnd rotace axidlné symetrického télesa D KRIVOCARE SOURADNICE

8. Srovndni poslednich dvou vyrazt vede na vyjadieni komponent hybnosti [24],

pr = —ih; " (4.2.11a)
. 0o 1 ,
po = —ih EY, + 5 cotgd], (4.2.11b)
0
Do = fi/z;—(/). (4.2.11¢)
(

D.3 Volna rotace axidlné symetrického télesa

V prostoru volné rotuje axidlné symetrické téleso s momenty setrva¢nosti / vi¢i ose symetrie
a J vuci véem ostatnim osdm kolmym na osu symetrie a prochazejicim tézistém. Natoceni télesa
popsano tiemi Eulerovymi thly (¢, 8, ¢),pficemz ¢ € (0;27) se nazyva precesni iihel (popisuje otd¢ni
osy Z spojené s télesem v1ici ose z pevné v prostoru), 6 € (0; ) je nutacni iihel (popisuje thel, ktery
mezi sebou sviraji osy Z a z) a ¢ € (0; 27) je rotacni iihel (popisuje natoceni télesa viici ose Z), viz
obrazek 36%°. Vektor thlové rychlosti rotace vzhledem k soufadnému systému spojenému s télesem
je

0 0 0
Q=(0]+ Rs(v) 0]+Rs3(¥) R1(6) 0f, (4.3.1)
X 0 .
cosy siny 0 1 0 0
—siny cosy O 0 cosf sinf
0 0 1 0 —siné cosd

kde R3(y) pfenese uzlovou pfimku, kterd udava osu otdceni pro tihel 6, na osu X, a R;(6) natoci
osu z podél uzlové piimky do sméru osy Z. Rozepsanim dostaneme Eulerovy kinematické roonice

o)} sinfsiny cosy 0\ /(¢

Q,|=|sinfcosy —siny Of[6]. (4.3.2)
Qs cos 6 0 1/\y

1. Napiste LagranZian za predpokladu, Ze osa symetrie télesa je totoZna s osou Z a pocatek

vvvvv

2. Naleznéte metricky tenzor g, jeho determinant a inverzni metricky tenzor g=!.
3. Urcete Laplacetiv operator tohoto systému.

4. Napiste Schrodingerovu rovnici pro ¢ast zavislou na dhlu 6. VyuZijte toho, Ze feSeni Schrodin-
gerovy rovnice lze separovat uZitim substituce

u(¢,0,4) = f(6) e MK, (4.3.3)

kde M, K jsou cela cisla.

83V praxi se soutadné systémy zavadgji tak, Ze osa Z koinciduje s ngjakym smérem vyznamym v télese, napt. s osou
symetrie, zatimco osa z koinciduje se smérem vyznamnym v prostoru, napf. se smérem magnetického pole.
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D KRIVOCARE SOURADNICE D.3 Volnd rotace axidlné symetrického télesa

A

Obrézek 36: Eulerovy thly. Soufadnd soustava (x, y, z) pevna v prostoru (laboratorni soustava) je

Yovoe

oznacena modfe, soufadna soustava (X, Y, Z) spojena s télesem (téZiSt'ova soustava) je oznacena
¢ervené. Priise¢nice rovin (x,y) a (X,Y), tzv. uzlovd primka, je oznacena zelené.

Resent:
1. Pro pohyb volného télesa je Lagranzidn rovny kinetickému ¢lenu

1 2 1 2 2
L= 5198+ 57 (9} +93)

1 . . 1 . . . .
= EI (fcos +i)* + EJ [((15 sin@siny + 6 cos )’ + (¢ sin 6 cos y + 6 sin(//)z]
1 . . 1 /. .
=27 (¢cos9+¢r)2 + —J(¢2 sin26)+92). (4.3.4)
2 2
2. V pfipadé rotace tuhého télesa, kdy zobecnéné hmotnosti (momenty setrva¢nosti) mohou byt

obecné v rtiznych smérech riizné, vyuZijeme konvence (4.0.40). V nasem ptipadé je (¢!, ¢, ¢°) =
(¢,0,¢) az(4.3.4) plyne, Ze

Icos?@+Jsin?0 0 Icosé

g= 0 J 0 |, (4.3.5)
I cos@ 0 I
detg = (1 cos? 6 + J sin? 9) JI = J12cos? 6 = 1J%sin 6. (4.3.6)

K vypoctu inverzniho metrického tenzoru vyuZzijeme vztahu

detG;
kI K+l ji
= (-1 , 437
g = (DM (43.)
kde matici G (j;) ziskdme z matice g vypusténim j-tého fadku a i-tého sloupce.
1 __cosé
Jsin” 6 (1) Jsin” @
gl= 0 7 0 . (4.3.8)
_ _cosf 0o 1 cos? 6
Jsin? @ I " Jsin? 6
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3. Laplacetiv operator je podle (4.0.33)

1 1
A:—{ij\ﬁsine( 5 i— cosf i)
JVIsing |09 Jsin?00¢  Jsin? g 0y
d 10
+%J‘/751n97%

+ iJ\/Tsine
oy

cosf 9 (1 cos29)(’)]}

Jsin?90¢ \I  Jsin?g) 0y
1 2 4 . 0 9* J .5 ANA
= m [6752 +s1n9% sme% - ZCOSQ(MBM/ + (7 sin“ @ + cos 6’) (9_w2] . (4.3.9)
4. Schodingerova rovnice pro vinovou funkci (4.3.3) zni
hZ
—?AM(¢, 0, lr[/) = EM(¢,9, d’) > (4310)

0 0 J .
-M? +sin 9% sin 9% +2MK cos 6 — K? (7 sin? 6 + cos? 0)] £(0) elMP+KY)

2J%sin? 6 -
_ _2J%sin Ef(6) dMo+Kw) (4.3.11)
72

Separace na ¢ast f(0) a exponencidlu v tihlech ¢ a ¢ je mozna, jelikoz Laplacetiv operator zavisi
na téchto tihlech jen pfes derivace. VInova funkce musi ddvat stejnou hodnotu po zvyseni ¢ a
o thel 2r,

u(¢+2ﬂ’ 0’ (//) = u(¢’ 0’ 'r//)’ (4312&)
u(¢, 0,y +2m) = u(4,0,y), (4.3.12b)

takze M,K e Z. Da se nahlédnout, Ze tato vlastni ¢isla pfislusi operdtoram souvisejicim s
natoc¢enim okolo laboratorni osy z, respektive okolo osy spjaté s télesem Z:

~ d
Mu(,0,y) = —i%u(gt, 0,¢) = Mu(¢,0,v¥), (4.3.13a)
- d
Ku(g,0,y) = —iwu(gb, 0,¢) = Ku(¢,0,¢) . (4.3.13b)

Rovnici (4.3.11) pfevedeme na tvar

d’f . cosfdf (M — K cos 6)?
de? = sinf do sin? 6

f+of=0, (4.3.14)

kde

=0 -
V pokracovani vypoctu postupujeme podle ¢lanku [25]. Zavedeme substituce

_ 2B §K2 . (4.3.15)

1 1 1 /1
= - = —|K - — - 2
A1 5 K+ M| Ao 5 |K — M| A3 5 + 1 +0+K (4.3.16a)
= 1|K+M| = 1|K M]| . w/l“‘ +K? (4.3.16b)
H1=5 H2=—3 M3 =35 it .

1
t= E(cos@+1)

__f®
a po dosazeni do (4.3.14) dostaneme rovnici pro hypergeometrické funkce
d?F dF
t(l—t)@+ [y - (¢ + B+ 1] @ -aBfF =0, (4.3.17)
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D.3 Volnd rotace axidlné symetrického télesa

kde

a=A1+Ay+ A3
B=li++us
722/11—1.

Reseni s dobrou asymptotikou dostaneme, pokud f3 je nekladné celé &islo, 4.

celé &islo. Dostdvame

2
j(+1) =0 +K?
c=j(j+1)-K>,

I
J+= :Z+U+K

kde
J=1+22), (A +2+1),....

Vysledné feseni véetné podminek na kvantova ¢isla j, K, M zni

o
J(J+)+Kz(l_l)] je€No. M| </,

hZ
E: v = —
) J I J

Pozndmka: Spektrum volného axidlné symetrického télesa bylo poprvé vyfeSeno v praci [25].

(4.3.18a)
(4.3.18b)
(4.3.18¢)

M3 je nezdporné

(4.3.19)

(4.3.20)

Pozndmka: Operéator celkového momentu hybnosti vii¢i soustavé spojené s télesem a jeho tieti kompo-

nenta jsou dany vyrazy

A 1 0? 0 0 0? 0?
2 . .
S I 6— sinf— —2 0 I
sin? 6 | 0¢2 e 00 o 00 o 0poy " oy?
A .0
P3 B _1%.

Srovnanim s (4.3.9) dostaneme

a Schrodingerova rovnice md tvar

2 (1 1
7 —Pg (7 - j):| M(¢’9’¢’) =Eu(¢,9,l//) .

1

2

Vlastni funkce operéatoru $? jsou komplexné sdruZené Wignerovy D-funkce®*
P2D3; (9,6.0) = 12 (j + DY (6,6,4)
a ptisobeni £5 na D-funkce je déno vyrazem

ﬁSDﬁK(Qﬁ’ 09 'ﬂ) = KD{\;K((ﬁ,Q, Lp) .

84Wignerovy D-funkce (D-matice) jsou maticové elementy operatoru rotace
R(¢,0,0) = a1 o=10d2 o—igds
mezi vlastnimi stavy |jM) operatoru impulsmomentu a jeho tieti komponenty
1My =G+ 1) |jM)
Js17M) = M |jM)

D}, (6.0.0) = (JMR(4,0.9)|jK) =e MV al  (9)e7 K.

411

(4.3.21a)

(4.3.21b)

(4.3.22)

(4.3.23)

4.3.27)

(4.3.28)

(4.3.24)

(4.3.25a)
(4.3.25b)

(4.3.26)
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Po dosazeni do (4.3.23) dostaneme spektrum (4.3.20) a jako vlastni funkce komplexné sdruzené Wigne-
rovy D-funkce

uimk (¢, 0,0) = D}y (6,6,0). (4.3.29)

Pozndmka: Spektrum tuhého télesa Ize ,,uhodnout” na par fddcich. Hamiltonidn tuhého télesa se da
napsat jako

L (p? 2 2
— q > >
= (? ¢Z)+2177
1 ~2 1(1 1) ,
_ 22l p2 43.
277 +2(/ J)ﬂ' (.3.30)

kde P = (’f’\ P, 7[1) je operator vektoru momentu hybnosti. Pokud pfedpokladame, Ze jeho vlastni
vektory jsou
PljiK)y =1j(j +1) [jK) , (4.3.31a)
P |jK) = hK |jK) (4.3.31b)

dostaneme vyraz (4.3.20).

D.4 Hypersférické soufadnice
Pro hypersférické soutfadnice v prostoru o dimenzi d definované vztahy

X1 =rcosbq
Xxp = rsinfy cos
x3 = rsin 61 sin 6 cos 63

(4.4.1)
Xd-2=7T1 sin 61 sin 6y---cosbly_n
Xg_1 =rsinfysinf,---sinfy_»cosb,_q

Xg =rsinfisin@y---sinfy_»sinf, 1
kde0O<r <o, 0<6;<m,j=1,...,d-2a0 < 60y4-1 < 2n, vyjadiete:
* elementy metrického tenzoru g;;,
¢ determinant metrického tenzoru detg,

¢ Laplacetiv operétor A.

P

Ukazte, Ze Laplaceliv operdtor A 1ze rozlozit na soucet radidlni ¢asti (zdvisi jen na soufadnici r) a
. L2 e 1w . . VEPTI .
casti — 2% (centrifugdlni ¢len), kde L? je velikost zobecnéného impulsmomentu. Vlasti hodnoty L2
jsou Ag = hzld(ld +d - 2), kde ld = 0, 1, e

2 ¥z

¢ Vyjadfete Schrodingerovu rovnici pro radidlni ¢ast vinové funkce R;, (r) pro sféricky symet-
ricky potencidl V(r) v d dimenzich.

¢ Vyjadrete Schrodingerovu rovnici pro radialni ¢ast vinové funkce u;, (r) po substituci

-d

R, (r) =r" 2 u,(r) (4.4.2)

a ukaZzte, Ze jeji tvar je shodny pro vSechny dimenze d a jediny rozdil je jen ve velikosti
centrifugdlniho ¢lenu.

Ukazte, Ze ziskané vztahy pro obecnou dimenzi d jsou v souladu se zndmymi vztahy pro d = 3.
Hypersférické soufadnice a vicerozmérny Coulombicky problém jsou diskutovany v praci [26].
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E Grupy a symetrie

E.1 Vlastnosti grupy U(n)

Grupa U(n) je grupou vSech unitdrnich matic (matic U, pro které plati U= = UT) rozméru n x n.
Tyto matice zachovavaji normu komplexniho vektoru:

7z = Ux, 17| = szz] =) 2z = |z|?, z; € C. (5.1.1)

1. Naleznéte pocet nezdvislych redlnych sloZzek unitarni matice U rozméru n x n.
2. Ovérte, Ze generujici matice (5.1.2) spliiuji komutacni relace
[G(jk), G”m)] =GYUM™ g -G, (5.1.2)

Tyto komutac¢ni relace uddvaji strukturni koeficienty grupy U(n).
Jelikoz jsou strukturni koeficienty nezavislé na realizaci grupy, lze opustit relizaci maticovou a
brat za generétory libovolné operatory G z néjakého Hilbertova prostoru H, které spliuji
komutac¢ni relace (5.1.2).

3. Naleznéte generatory Gf . funkcni realizace ptisobici na prostoru kvadraticky integrovatelnych
funkci H = L£L2(C"), ktera je definovéana takto:

f(2)=Uf(z) = fF(U2), (5.1.3)

kde f(z) € L?(C"), z € C" a U je unitadrni matice rozméru n x n. Generétory hledejte pomoci
infinitezimalni transformace
Ulx1-ieH (5.1.4)

kde H je Hermitovska matice a € malé redlné ¢islo.

4. UkaZte, Ze Gi « SpIfuji komutacni relace (5.1.2), a jsou tudiz generétory grupy U(n).
5. Ukazte, Ze také operatory G;’.k = éj.ék, J.k=1,...,n,kde

a5, & | =0 [.4] = [&].8]] =0, (5.1.5)

splnuji komutaéni relace (5.1.2). Tato realizace grupy U(n) se nazyva bosonovd realizace. Ope-
ratory éj., &; jsou posunovaci operétory linedrniho harmonického oscildtoru nebo krea¢ni a
anihila¢ni operédtory bosonovych excitaci.

6. Dokazte pomoci Bakery-Campbellovy-Hausdorffovy formule (1.4.2), Ze posunovaci operétory
bosonové realizace I1ze transformovat

U_léZLAJ = Z(exp C)jkéj., (5.1.6)
J
kde U = exp (—i 2k Cjk G‘j k) a koeficienty c x tvofi Hermitovskou matici ¢, takZe matice exp ¢
je unitarni.
7. Rank grupy U(n) je n, a tedy kazd4 realizace této grupy obsahuje celkem n nezavislych

Casimirovych operatorti, coz jsou operétory, které komutuji se vSemi generatory. UkaZte, Ze
prvni dva Casimirovy operétory (linedrni a kvadraticky Casimirtiv operdtor) jsou

Ci[U(n)] ZG”,
Ca[Um)] = Z GGy, (5.1.7)
J.k=1

tj. dokaZzte, Ze tyto operdtory komutuji se vSemi generatory.
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E.2  Vlastnosti grupy SU(n) E GRUPY A SYMETRIE

Reseni:
1. Kazd4 unitdrni matice U se da vyjadfit pomoci exponencidly
U = el Zjx cie@" (5.1.8)

) s PR P . . ik : :
kde GUR) je n? linedrné nezévislych matic rozméru n X n (Gfi',b’)’ kde a,8 = 1,...,n, jsou je-
jich slozky), ¢ je n* parametrti a soucet ' j; ¢;xGY* je hermitovska matice. Hermiticity lze
dosdhnout napfiklad témito dvéma zptisoby:

* Budeme-li chapat koeficienty c jx jako slozky matice ¢ a tato matice bude hermitovska, pak

stati, aby GV = G*/), coz spliujf redlné matice
(jk) . .
G(;,//; = ()ju'()k/)’ (5]9)

(matice, které maji pouze jednu jednic¢ku na pozici j, k, zatimco ostatni jejich elementy jsou
nulové).

 Budou-li koeficienty c j; re4lné a matice G/*¥) hermitovské.

Oba zptisoby vedou na n? nezavislych redlnych parametrti a n? generujicich matic GUX), j, k =
1,...,n.

E.2 Vlastnosti grupy SU(n)

Grupa SU(n) je grupou vSech unitadrnich unimoduldrnich matic, tj. matic U, které maji jednotkovy
determinant, detU = 1.

1. Naleznéte pocet nezavislych realnych sloZzek matic této grupy a rozmyslete, jak museji vypadat
jeji generujici matice.

2. Presvédcte se, Ze kazdou matici U € U(n) Ize vyjadfit pomoci matice V € SU(n) a redlného

parametru m jako soucin .
U=e"V. 5.2.1)

Jelikoz e € U(1), znamen4 tento vztah matematicky, Ze grupa U(n) se d4 vyjadfit jako
direktni soucin
U(n) =SU(n) ® U(1). (5.2.2)
E.3 Vlastnosti grupy O(n)

Grupa O(n) je grupou ortogondlnich transformaci, které udavaji vSechna nato¢eni v n-rozmérném
prostoru,

n
¥ = 3" Rk, (5.3.1)
k=1
kde Rji € Rjsou elementy matice rotace R, x; € R jsou elementy vektoru x.

1. DokaZte, Ze pfi natoceni vektoru se jeho délka neméni:

n n

x| = Zx’j? = Z;@ = |x|?. (5.3.2)

Jj=1 Jj=1

Na zédkladé této vlastnosti ukaZte, Ze matice R museji byt ortogondlni, tj. RT = R~! a Ze
detR = 1.

2. Ukazte, zZe grupa O(n) je uzavtend, tj. Ze matice Rz = R;R; (soucin dvou ortogondlnich matic)
je ortogonalni.
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E GRUPY A SYMETRIE E.3 Vlastnosti grupy O(n)

3. Naleznéte pocet nezavislych elementti ortogonalni matice rozméru n X n.

Nadéle uvazujte jen vlastni rotace, které splituji detR = 1. Ty tvoii grupu SO(n). Matice s
det R = -1 zahrnuji totiZ kromé otoceni jesté prostorovou inverzi.

4. UkaZte, Ze generdtory rotaci v maticové realizaci LU¥) Ize zapsat jako hermitovské matice

LYY =i(6p0ka - 67a0kp) (5.3.3)
(a,B=1,...,nurcuji slozZky matic LG k)), tj. ukaZte, Ze matice
R=exp|i) ajLlV® (5.3.4)
j<k

jsou ortogondlni a a j; jsou redlné parametry.

Presvédcte se, Ze pocet takto vytvorenych generatort je stejny jako pocet nezdvislych elementti
ortogonalnich matic rozméru n. To znamen4, Ze kazdou ortogondlni matici 1ze jednoznacné
zadat pomoci parametrii a .

5. Naleznéte strukturni koeficienty grupy SO(n), tj. spocitejte komutator
[,_(jm, L(lm)] . (5.3.5)

Tento komutédtor musi byt stejny pro jakoukoliv (nejen maticovou) realizaci grupy. Nadéle
budeme tedy uvazovat, Ze generatory L jx jsou operdtory nad obecnym Hilbertovym prostorem
‘H, které splnuji tyto komutacni relace.

6. Ukazte, Ze linedrni Casimir@iv operator

n

Ci[sOm)] = ) Lj; (5.3.6)

J=1
je identicky nulovy. Nenulovy je az kvadraticky Casimirtv operétor

n

C,[SO(n)] = Z Lol (5.3.7)
j.k=1

Presvédcte se, Ze komutuje se vSemi generdtory L jz.

7. UkaZte, Ze operdtory impulsmomentu v n-rozmérném prostoru, definované vztahem

A

ijz)?jﬁk_)’\(kf)j, j,k=1,...,n, (538)
(mezi operéatorem soufadnice a hybnosti plati standardni komuta¢ni relace [%;, px| = 116 i,
[%;.%k| = [Pj.Px] = 0) splituji (aZ na konstantu %) stejné komuta¢ni relace jako vyse vy-
pottené matice LU, a tvoii tedy generatory grupy SO(n). Napiste vyjadieni operatorti L v
x-reprezentaci, tj. dosad'te p; = —ihaixj.

8. V tfirozmérném prostoru dokazte, Ze plati

o cos¢ sing O
R(2 = o(iel™) _ | _ sing cos¢ O (5.3.9)
0 0 1

(matice L1?) je definovana vyse). Jednd se tedy o matici rotace okolo osy 3 o tihel ¢. K vypoctu
muiZete pouZit rozvoj exponencidly do Taylorovy fady.
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E.4 Algebraické reseni atomu vodiku E GRUPY A SYMETRIE

Pozndmbka: V tfirozmérném prostoru plati mezi slozkami vektoru impulsmomentu L; a mezi
vyse definovanymi operatory Ly; vztah

A 1 A
Lj = Efjkll—kl- (5310)

Slozky L; spliiuji komutaéni relace
). Le| = inell (5.3.11)

a jsou jen jinym vyjadfenim generujicich operatorti grupy SO(3).

E.4 Algebraické feSeni atomu vodiku
Klasicky Hamiltonidn ¢astice o hmotnosti M pohybujici se v Coulombickém poli mé tvar

2

D Y
H=—-=- 54.1
2M  r’ ( )

kde r = \[x] +x3 +x3 ay = ¢/(4n€). Kromé impulsmomentu L existuje je$té jeden integral pohybu,

tzv. Runge-Lenziiv vektor

1 X
R=— L)—vy— 4.2
M(p>< ) Yo (5.4.2)

ktery sméfuje vZdy ve sméru hlavni poloosy pohybu. Jeho neménnost v Coulombickém (pfipadné
gravita¢nim) poli souvisi s dodate¢nou symetrii systému a diisledkem je, Ze trajektorie pro E < 0
jsou uzaviené elipsy a nedochazi k jejich precesi.

V kvantovém piipadé musi byt operdtor Runge-Lenzova vektoru hermitovsky, ¢ehoZ se docili
rozepsanim

1o o o .
prr—>§(p><L—L><p), (5.4.3)
kde L = x x p.
1. UkaZte, Ze operdtor Runge-Lenzova vektoru

(5.4.4)

. v y vele o s S! I\2 AZ ;\2
je samosdruZeny (oznadili jsme I = [X| = (/X] + X5 +X3).

2. V tloze 1.3 bylo dokézéno, Ze [f(X), p] = ihf’(X). To 1ze zobecnit pro operator soufadnice ve
3D prostoru:

[f(X),B] =ihVf(X). (5.4.5)

Odvod'te, ¢emu se rovnaji komutétory
[I“_k,f (?)] a [—’,ﬁk]. (5.4.6)

3. UkaZte, Ze R je integralem pohybu, tj. Ze [I:L Ifl] =0.

4. Ukazte, 2 R-L=L-R=0.

5. Naleznéte, cemu se rovna ﬁz, a vyjadiete tento operator jen pomoci operatorti H, L a konstant.
6. Spocitejte komutédtory [AJ-, Ifik] a [If{j, qu].
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E GRUPY A SYMETRIE E.4 Algebraické feSeni atomu vodiku

UvaZujte nadéle jen vazané stavy, tj. stavy s E < 0. Jelikoz
H|Ea) = E |Ea), (5.4.7)

kde E jsou energie a « dalsi indexy ¢islujici vlastni vektory, 1ze ve vSech vyrazech nahrazovat
H E.

7. Ukazte, 7e operétory L a Q, kde

splnuji komuta¢ni relace
[l:j, tk] Zihejlel, (5.4.9&)
[I:j’ék] = [Oj’r—k] =ih€;rQ1, (5.4.9b)
[Qj, ék] =ih€jk1L1. (5.4.9¢)

Tyto komutacni relace jsou relace pro generatory grupy SO(4).

8. UkaZte, Ze slozky operéatort

A =% (t +0), (5.4.10a)
A~ 1 /4 A
B= (L - Q) (5.4.10b)
spliuji
|A A = inejuar, (5.4.11a)
|8, 84| = inejuiB, (5.4.11b)
[A i Bk] -0, (5.4.11¢)

coZ jsou komutaéni relace pro dva nezavislé impulsmomenty—generatory grupy SU(2)%.
Diky témto komuta¢nim relacim mtZeme hledat vlastni stavy ve tvaru

A% |Eab) =12a(a +1) |Eab) (5.4.12a)
B |Eab) =h2b(b +1) |Eab), (5.4.12b)
kdea,b =0, %, 1,... jsou kladna polocel4 ¢isla.

9. Ukazte, Ze Casimirovy operatory grupy SO(4) se daji vyjadfit jako

A a2 a2 1 My?

Cl [50(4)] =A"+B = E %, (5413&)
A 1 M o o n s

CalSOW] =5 5= (L R+R- L) ) (5.4.13b)

pii¢emz identicka nulovost C, plyne z vyse zminéné ortogonality vektort L. a R.

10. Jelikoz G, = 0, dokazte, Ze a = b.

85Vztah mezi operatory (L, Q) a (A, B) souvisi se skutetnosti, ze grupu SO(4) Ize rozloZit na direktni soucet SO(4) =
SU(2) @ SU(2)
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E.5 Schwingerova realizace grupy SU(2) E GRUPY A SYMETRIE

11. Dopocitejte energii a vyjadrete ji ve tvaru

_ My
T 2R2p?’

(5.4.14)

kden=2a+1,n=1,2,... jsou pfirozena ¢isla.

Timto jsme urcili energetické spektrum ¢éstice v Coulombickém poli jen pomoci algebraickych
metod, anizZ bychom museli hledat analytické feSeni Schrodingerovy diferencialni rovnice,

N

a ukéazali, Ze dynamicka symetrie tohoto systému je SO(4), tj. vy38i neZ jen rotaéni symetrie
SO(3).

Pozndmka: K vypoctu mohou hodit vztahy pro Levi-Civitiiv symbol
€jkl€jmn = OkmOin — OknOim, (5.4.15a)

€jki€jkm = 25lm- (5415b)

E.5 Schwingerova realizace grupy SU(2)

Jsou zadany dva operdtory a a b, které splnuji komuta¢ni relace pro posunovaci operatory
harmonického oscildtoru a které mezi sebou navzajem komutuji:

4,47 = [6, BT] -1, (5.5.1a)
|a.6] = [a"6| = [a.67] = |a"6| = 0. (5.5.1b)
Pomoci nich se definuji operatory
Jy = % (BTé + éTB) , (5.5.2a)
Jp = % (6T a- éTB) , (5.5.2b)
Js = % (é‘fé - 6*6) , (5.5.2¢)
j = % (é*é + 6*6) . (5.5.2d)

1. Ukazte, ¢emu se rovnaji komutac¢ni relace [J s J k], kde j,k=1,2,3.

2. Vyjadiete operator J2 = .AJ% + J% + :J% pomoci operatoru |.

3. Naleznéte vlastni hodnoty operatort j, J2als.
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F DEKOHERENCE

F Dekoherence

F1 Spin a prostfedi
Spinovy (dvouhladinovy) systém, popsany stavem z Hilbertova prostoru
Hs ={l+),1-)} (6.1.1)

je v interakci s prostiedim
He ={le;).j=1.2,...}. (6.1.2)

Casovy vyvoj slozeného systému je dan predpisem
[ ®les) 5 1) et (1),
D eles) Sl (), (6.1.3a)
(6.1.3b)

kde e;—f(t)> e H,.
Na pocétku v ¢ase ¢ = 0 je dvouhladinovy systém v obecném cistém stavu

i) = al+) +B1-) (6.1.4)

odpovidajicimu matici hustoty

0s(0) = |y (il
=|af? [+) (+| + af” [+) (= + & B|=) (+] + |BI* |-) (-]

jf? aﬁ*)
- 6.1.5
(Cl*ﬁ |ﬁ|2 ( )
(posledni vyraz je maticové vyjadreni v bazi |+)), zatimco prostfedi je v obecném smiSeném stavu
[’)\6(0) ZZWJ' |6J‘> <€j|. (616)
J

Celkovy stav systému a prostfedi je na pocatku separovany, je tedy popsany matici hustoty
Pse(0) = p5(0) ® pe(0). (6.1.7)
1. Urcete matici hustoty pse ().
Ur¢ete redukovanou matici hustoty p, (7).

Spocitejte Try H2(1).

L

Predpokladejte, Ze spin na poc¢atku mifi ve sméru daném jednotkovym vektorem 7. UkaZte,
Ze v pribéhu ¢asu spin nemiiZe zménit komponentu ve sméru osy z, avSak dtsledkem
dekoherence mohou vymizet komponenty ve sméru os x a y.

Resent:
1. Matice hustoty (6.1.7) se rozepiSe a vyuZije se piedpisu pro ¢asovy vyvoj (6.1.3):

Pre®) = D w; { ja? |+) ¢+ ®

J

) (e (0] +ap 14 (-l

().(,_+j»([)> <()“/.7'(r)‘

+a"Bl-) (+ ®

W) (e W[+ 187 1) (-l

e}/ﬁ’(,)> <¢‘/Q’<,)” (6.1.8)
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E1 Spin a prostredi

2. Parcidlni stopa je

Bs(1) = Tre pue(t) = ) (erlse (Dex) =
k

= [ 1+ (41 3wy (exfel™ ) (8 (1)]ex )
7k

1

) (e

)

a4 (- D wj (ex
jk

% wj<ej.’>(t)
Fa Bl (+ D wy <ek‘e;_)(’)> <e§+> (t)|e">
Jk

ej(f') (t)>ED(t)

% wilef? ]el” (0)=" (1)
1B 1=y =1 ) wj {erfel ) (7 (0)]er)
Jjk

_( P aﬁ*D(t))
“lwprr ) o

kde diky trojahelnikové nerovnosti

BIGIEDWT |<ej.‘>(z)|e§.+>(t)>| <1. (6.1.10)

. Umocnéni (6.1.9) dava

o [l +lePIBEIDOR  (laf +1872) ap D)
p(1) = 2 2\ sy 4 2 p12 2" (6.1.11)
(lo?+ 182) D" (1) 18I + | 1D (1)
a stopa kvadratu matice hustoty pak je
Tr, p3(1) = |a|* + 2] B2 D (1) + |BI*
= (It +181) =210 18 [1 - IDOP] (6.112)

Try £2(1) = 1, 4. spin bude v ¢istém stavu za podminky |D(¢)| = 1 (v tom p¥ipadé musi platit,
<e§f)(t) e;+)(t)>‘ =1, 4. e;J') (t)> = el? eﬁf)(t)> pro vSechna j = 1,2,...) nebo af = 0 (to
znamend, Ze spin je na pocatku ve vlastnim stavu [+) nebo |-)). V ostatnich pfipadech bude spin
ve smiSeném stavu.

ze

Pokud je prostfedi velké, je |D(t)| obvykle velmi rychle klesajici funkce v case, coZ plyne z
et (t)> a
pocatecniho cistého stavu (6.1.4) se po ¢ase ¢ systém vyvine do smiSeného stavu popsaného
matici hustoty (6.1.9):

toho, Ze stavy

eﬁ._)(t)> se vzdaluji a jejich skaldrni soucin se zmensuje k nule. Z

ps () = lal [+) (+ + 1B =) (-] . (6.1.13)

. Pokud spin na pocatku mifi ve sméru daném jednotkovym vektorem 7, je podle vysledkii
cviceni 2.1 jeho stav

; % 0
i) = e’ cos 5 1) +sin > |-) (6.1.14)
@ B

Parametrizace funkce D(r) pomoci velikosti a faze

D(1) = |D(1)| X" (6.1.15)
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F DEKOHERENCE E1 Spin a prostredi

da po dosazeni do (6.1.9) redukovanou matici hustoty

. o ap ID(1)| ei*(”)
s =1, B 6.1.16
0= (piptogenn o110
Srovnanim s matici hustoty spinového systému (12.1.18) dostaneme smér spinu v Case t:
NN A1 L[ 14n3() ny (1) —ina (1)
i) =5 [1+n(0) -] =7 (m(t) fim() 11— ns() (61.17)
takze
2_cos2? -1
|a|” = cos 5=75 [1+n3(0)],
af’ |D(1)] e = sin g cos g e 1 |D (1) e¥
1 . .
= 5 siné{cos [¢ — x(1)] —isin[¢ - x ()]}
1 .
=5 [n1(2) = ina(1)] . (6.1.18)
neboli spin miff do sméru
|D(#)|sin 6 cos [¢ — x(1)]
n(t) =||D(r)|sinfsin [¢ — x(1)] |. (6.1.19)
cos
Pro velké ¢asy se mtize pfedpokladat |D(t)| gy 0, coz da
0
n(t)y=| 0 |. (6.1.20)
cos 6
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G DRAHOVY INTEGRAL

G Drahovy integral

Propagator Castice pohybujici se v potencidlu V(x) 1ze formdlné zapsat ve tvaru Feynmanova
integralu
G (xg 150, 1) = / e#SFO] Dy, (7.0.1)
x(1,6)=x; ¢
kde

S[x(1)] = / ! [%M}'cz(t)—V(x) dr (7.0.2)

je akce trajektorie x(¢) a Dx je mira integrace. Pro praktické vypocty se pouziva diskretizovand
verze tohoto integralu

o d/2N T
G(xf,tf}xi’ti)zl\lfiglo[(Zinﬁ&) ‘ /eXp{%éTZ

k=1

Mx;, —x—
?M — V(xkl)]} ddx1 . ddXNfl,

oT
(7.0.3)

kde d je dimenze prostoru, 67 = (tf — t;)/N axo = xj, Xy = Xt

V této sekci odvodime vztah pro drdhovy integral libovolného systému s maximdlné kvadratic-
kou akci (integrél (7.0.3) bude v tomto piipadé Gaussovsky).
G.1 Gaussovsky integral

1. Necht' A je redlnd, symetrickd, pozitivné definitni matice. DokaZte, Ze pak plati

/ dx exp (—%xT A x) = (det %) (7.1.1)

Nl—

(d je dimenze prostoru).

2. Necht navic b je libovolny vektor, ¢ libovolny skaldr. Ozna¢me K(x) = 3x7 -A-x+b-x +c. V
tomto piipadé se pfesvédcte, Ze

/ddx e KX = (deti)
2

3. Ukazte, Ze posledni uvedeny integral 1ze také vyjadfit takto:

NI=

exp (%bT ALp - c) . (7.1.2)

A
/ d9x e K™ = (detg) e~ Kstac (7.1.3)

NI=

kde Kitac je stacionarni bod vyrazu K(x), tj. bod, pro ktery VK (x) = 0.

Tento vysledek vlastné znamend, Ze pocitdme-li propagétor systému s maximalné kvadratic-
kou akci, d4 se vyjadfit jen pomoci akce klasické trajektorie (pro klasickou trajektorii je akce
extremalny).
G.2 Drahovy integral pro volnou ¢astici
Spocitejte drahovy integrél (7.0.3) pro volnou ¢astici (V(x) = 0).
¢ Naleznéte vyjadieni pro matici A a spocitejte jeji determinant.

* Naleznéte vyjadieni pro vektor b a dale relevantni elementy inverzni matice A~! potfebné pro
vypodet vyrazu 16" - A7l b.

¢ Dopocitejte propagator volné ¢astice.
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G.3 Dréahovy integral ¢dstice v homogennim poli G DRAHOVY INTEGRAL

G.3 Drahovy integrdl castice v homogennim poli
M¢éjme jednorozmérny piipad castice pohybujici se v homogennim poli. Systém je popsany

Hamiltonidnem
1 .

SRR SO
H_ZMp FX (7.3.1)

1. Rozlozme libovolnou trajektorii x(#) s okrajovymi podminkami x(# ) = x; f na
x(1) = xq (1) +xq(2), (7.3.2)

kde xy splituje vySe uvedené okrajové podminky a pro xq plati xq(#; ) = 0.

Naleznéte akci takovéto trajektorie pro piipad obecného potencidlu V(x). VyuZijte pfitom toho
integrace per partes a skute¢nosti, Ze klasicka trajektorie je feSenim klasické pohybové rovnice.

2. Naleznéte totéz pro piipad homogenniho pole a ukazte, Ze vyraz pro trajektorii x4(?) je stejny
jako v pfipadé volné &astice.

3. Naleznéte klasickou trajektorii xx;(¢) ¢astice pohybujici se v homogennim poli p¥i okrajovych
podminkéch xi (%) = xj, xiq(#f) = x¢ a spocitejte jeji akci.

4. Napiste vyraz pro diferencidlni operator odpovidajici matici A z Gaussovského integralu
(7.1.1).

JelikoZ je tento operator stejny jako v pfipadé volné ¢astice, bude normaliza¢ni faktor draho-
vého integrélu v obou pfipadech stejny. Oba vyrazy se budou lisit akci v exponenciéle.

5. Vyjadrete findlni tvar propagétoru.

G.4 Propagator harmonického oscilatoru

Cilem této ulohy je spocitat propagator jednorozmérného harmonického oscildtoru daného
Hamiltonidnem

N Ly 1 0o
H= 2Mp + 2MQ X“. (7.4.1)

Budeme sledovat stejné kroky jako v pfipadé propagatoru ¢éstice v homogennim poli. Potencidl je
kvadraticky, propagator bude tedy tmérny

G (xp, 15; xi, 1) ~ e7¥ (7.4.2)

, coZ je akce pro klasickou trajektorii s okrajovymi podmin-

(oznacili jsme Sy = S [xkl(t)|xkl ( ti,f):xi,f]

kami xiq(#) = xi, x1q(t) = xg).

1. Naleznéte klasickou trajektorii xy;(¢) ¢astice pohybujici se v poli harmonického oscilatoru pfi
okrajovych podminkdch x(#) = xi, xiq(¢f) = xs.

2. Naleznéte rychlosti v; = X (#), v = X1 (#).
3. RozloZme libovolnou trajektorii x(¢) s okrajovymi podminkami x(; ) = x; ¢ na
x(t) = x1a(1) +xq(2), (7.4.3)

kde xy spliiuje vySe uvedené okrajové podminky a pro xq plati x4(#,¢) = 0. Naleznéte dife-
rencidlni operator A, ktery odpovida matici A Gaussovské integrace, a na prostoru funkci Xq
naleznéte jeho vlastni ¢isla.
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4. Jelikoz det % nekonverguje, regularizujte jej vydélenim determinantem volné ¢astice det ?—70(,

kde A, = im Cf—:z, a dopocitejte. MtiZete vyuZit vztah

ﬁ [1 - (kx_ﬂ)z] - Sii‘x. (7.4.4)

5. Ukazte, Ze porovnanim s propagdatorem volné ¢astice, kde ma diferencidlni operétor tvar Ay,
miiZete propagator harmonického oscilatoru vyjadfit ve tvaru

erSlxa(n)]

Dosad’te, dopocitejte akci klasické trajektorie a napiste konecny vysledek.

Diky regularizaci mdme v rukou prostfedek, ktery vyrazné zjednodusuje vypocet drdhového
integrdlu. Nemusime jiz uvaZovat jeho diskrétni vyjadfeni.

Dal$im krokem je Van Vleckova formule, ktera ¥ikd, Ze propagator Gaussovského systému lze
vyjadfit jen pomoci akce klasickeé trajektorie

) -1 %8y i
G(xg, t;xi, 1) = \/det (2i7rh 6xi(9xf) exp (ﬁSkI) . (7.4.5)

Ukazte, Ze Van Vleckova formule reprodukuje propagdtor volné ¢astice, propagdtor céstice v
homogennim poli a propagator ¢astice v poli harmonického oscilatoru.
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